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Подано iсторичний контекст, в рамках якого Н. Бор сформулював модель атома. Ви-
кладено подальший розвиток квантових уявлень – вiд квазiкласичного квантування до
створення сучасної квантової механiки.
К люч о в i с л о в а: атом Бора, атомнi спектри, стала Рiдберга, квазiкласичне кван-
тування.

У квiтнi 1913 року до найпрестижнiшого на той
час наукового журналу “Philosophical Magazine”
за поданням Е. Резерфорда надiйшла стаття мо-
лодого датчанина Нiльса Бора: “Зв’язування еле-
ктронiв додатнiм ядром”. Це була перша частина
досить об’ємної працi пiд загальною назвою “Про
будову атомiв i молекул”. Друга i третя части-
ни, опублiкованi у тому самому журналi протягом
вересня–листопада 1913 року, називалися: “Систе-
ми, якi мають лише одне ядро” та “Системи з
декiлькома ядрами”. У цих працях Н. Бор на осно-
вi планетарної моделi Резерфорда у поєднаннi з
квантовою iдеєю М. Планка зробив рiшучу спробу
пояснити будову атомiв, їх стiйкiсть та закономiр-
ностi атомних спектрiв. Цi та наступнi працi стали
каталiзатором iдей, якi через 12 рокiв привели до
створення нової науки – квантової механiки.

Статтi Бора мали незвичну для фiзики того часу
стилiстику: базовi фiзичнi засади формулювалися
у виглядi постулатiв. У Бора їх було аж п’ять. У
сучасних пiдручниках наводять два, iнодi три по-
стулати – тi, що пройшли перевiрку часом. Їх до-
статньо для отримання основних результатiв сто-
совно будови атома i атомних спектрiв, якi отри-
мав Бор. Два першi постулати виглядають так:

1. Атом i атомнi системи (молекули) можуть пе-
ребувати в динамiчно-рiвноважних станах – ста-
цiонарних станах, у яких вони не випромiню-
ють (незважаючи на рух заряджених частинок!).
У цих станах атомнi системи мають фiксованi
значення енергiї i їх рух описується рiвняння-
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ми класичної механiки, але переходи мiж рiзними
стацiонарними станами не можна трактувати як
класичний рух.

2. При переходi з одного стацiонарного стану з
енергiєю Em в iнший з енергiєю En атоми випро-
мiнюють (Em > En) або поглинають (Em < En)
свiтло фiксованої частоти ω = 2πν, яка у вiдповiд-
ностi з теорiєю Планка визначається формулою:
hν = Em − En.

Наведенi формулювання не є точним перекла-
дом оригiнального тексту статтi [1], але адекватно
передають її змiст.

Третiй постулат (у Бора вiн фiгурує пiд четвер-
тим номером) був сформульований так: “Стацiо-
нарнi стани простої системи, що складається з
одного електрона, який обертається навколо пози-
тивного ядра, мають енергiї, вiдношення яких до
частоти обертання електрона є цiлими кратними
до h

2 ”. Легко показати, що цей постулат фактично
стосується квантування кутового моменту атом-
ної системи i тому п’ятий постулат у списку Бо-
ра, який стверджує, що кутовий момент електрона
має бути кратним сталiй ~, є зайвим.

Насправдi постулат про квантування кутового
моменту був сформульований незадовго перед тим
Дж. Нiкольсоном, але у дещо iншiй формi. У се-
рiї статей, опублiкованих протягом 1912 року в
журналi “Monthly Notices Roy. Astron. Soc.”, Нi-
кольсон, спираючись на модель атома, запропо-
новану в 1904 роцi японським фiзиком Хентаро
Нагаока, розвинув теорiю спостережуваних ним
спектрiв астрономiчних об’єктiв. У моделi Нага-
ока атом уподiбнювався до планети Сатурн: в цен-
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трi атома знаходиться позитивно заряджене ядро,
навколо якого обертаються кiльця, заповненi еле-
ктронами. Спектри випромiнювання такої систе-
ми, якi Нiкольсон пов’язував з коливаннями еле-
ктронних кiлець, можна було наближено узгодити
зi спостережуваними даними, якщо припустити,
що кутовi моменти кiлець кратнi сталiй Планка. У
своїй першiй працi Бор дав евристичне обґрунту-
вання цього припущення i в подальшому спирався
на нього як на постулат.

Питання будови атома та закономiрностi атом-
них спектрiв постало особливо гостро пiсля вiд-
криття Резерфордом (разом з Гейгером та Марс-
деном) атомного ядра. Планетарна модель, яку
запропонував Резерфорд, була єдино можливою,
якщо вважати, що електрони в атомi рухаються
вiдповiдно до законiв класичної механiки. Десять
рокiв до того фiзикiв цiлком задовольняла осци-
ляторна модель, яка по сутi була запропонована
Лоренцом ще до вiдкриття електрона. (На основi
цiєї моделi Лоренц пояснив ефект Зеємана i по-
будував адекватну теорiю дисперсiї свiтла в речо-
винi). Модель Томсона, вiдповiдно до якої атом
уявляли у виглядi позитивно зарядженої краплi,
у якiй “плавають” електрони, з принципової то-
чки зору була прийнятною, оскiльки забезпечува-
ла стiйкiсть атома. Випромiнювання такої систе-
ми iнтерпретувалося як результат коливного ру-
ху електронiв навколо положення рiвноваги. Але
спектри в такому разi мають осциляторний (еквi-
дiстантний) характер, що не узгоджувалось з ре-
зультатами реальних спостережень, зокрема спе-
ктрiв атома водню: спектральнi серiї Бальмера,
Лаймана i Пашена мають точку згущення. Гли-
боко проникливий i ерудований вчений А. Пуан-
каре в 1904 роцi писав з цього приводу: “На пер-
ший погляд спектральнi розподiли приводять нас
до думки про гармонiки, з якими ми вже зустрi-
чалися в акустицi. Проте тут є суттєва вiдмiн-
нiсть: хвильовi числа не кратнi однiй i тiй са-
мiй величинi i не подiбнi до коренiв тих транс-
цендентних рiвнянь, до яких приводять задачi
математичної фiзики, такi наприклад, як зада-
ча про коливання стержня, чи задача про резо-
натор Герца. Закони спектральних лiнiй простi-
шi, але вони мають зовсiм iншу природу [...] Цi
закономiрностi ще не поясненi, але я думаю, що
тут перед нами одна з найважливiших таєм-
ниць природи” [2].

У цiй статтi ми намагатимемося вiдтворити
шлях, яким iшов Нiльс Бор до свого вiдкриття.
Ось як про це писав сам Бор: “ [...] Мої листи
до Резерфорда, написанi восени 1912 року, вiдбива-
ють мої невпиннi зусилля зрозумiти роль кван-
та дiї в електроннiй будовi атома одночасно з
проблемою молекулярного зв’язку та проблемами
випромiнювання. Однак питання про стiйкiсть
атома, яке неминуче виникало, рiзко збiльшува-
ло складнiсть проблем i змушувало шукати бiльш
надiйну основу для їх вирiшення. Пiсля багатьох
спроб використати квантовi iдеї бiльш послiдов-
но i, по можливостi, у строгiй формi ранньою
весною 1913 менi прийшло в голову, що ключем
до розв’язання проблеми стiйкостi [...] можуть
бути на диво простi закономiрностi в оптичних
спектрах хiмiчних елементiв” [3].

Фiзичнi передумови теорiї Бора

Фiзика атомних спектрiв започаткована дослiдже-
ннями нiмецького оптика Йозефа Фраунгофера. В
1813–1814 роках вiн запропонував завершену кон-
струкцiю спекроскопа (з вхiдною щiлиною, лiнзою,
призмою i окуляром), яка залишається майже не-
змiнною i по сьогоднi. Зазвичай нагрiтi тiла мають
рiвномiрно райдужний спектр. Але якщо в полу-
м’я спиртової горiлки ввести солi натрiю, калiю чи
iнших хiмiчних елементiв, то в спектрах спостерi-
гаються яскравi лiнiї. Це спектри випромiнювання.
Якщо свiтло вiд нагрiтих тiл пропускати через хо-
лоднi гази, то на фонi неперервного (суцiльного)
спектра джерела можна спостерiгати темнi лiнiї.
Це спектри поглинання газiв. Такi темнi лiнiї на
фонi суцiльного сонячного спектра вперше описав
Фраунгофер (їх називають лiнiями Фраунгофера).
Його спостереження показали, що наявнiсть тих
чи iнших лiнiй та їх положення в спектрi не за-
лежить нi вiд стану атмосфери Землi, анi вiд осо-
бливостей оптичної апаратури, за допомогою якої
цi спектри реєструються. Тобто спектральнi лiнiї
є притаманною властивiстю сонячного свiтла та
атмосфери Сонця.

Через 55 рокiв пiсля Фраунгофера важливе вiд-
криття зробили Г.Р. Кiрхгоф та Р. Бунзен. Спо-
стерiгаючи одночасно сонячний спектр (лiнiї по-
глинання) i спектр спиртової горiлки, в полум’я
якої посипали кухонну сiль, вони бачили, що поло-
ження жовтої лiнiї у спектрi випромiнювання го-
рiлки (її спостерiгав ще Фраунгофер) збiгається з
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положенням вiдповiдної темної лiнiї поглинання у
сонячному спектрi. Коротка замiтка на двi сторiн-
ки, написана Кiрхгофом в 1859 роцi за результа-
тами цих дослiджень, мiстила вiдразу аж чотири
вiдкриття:

– кожен хiмiчний елемент має свiй неповторний
лiнiйчатий спектр;

– спектральнi лiнiї можна використовувати для
аналiзу хiмiчного складу речовин не тiльки на
Землi, а й на далеких зiрках;

– Сонце складається з розжареного ядра i вiд-
носно холодної атмосфери;

– в атмосферi Сонця є водень, натрiй та iншi
вiдомi на Землi хiмiчнi елементи.

У другiй половинi XIX столiття з’явилося ба-
гато робiт, присвячених дослiдженню спектрiв рi-
зноманiтних речовин. Протягом п’ятидесяти ро-
кiв (1860–1911 рр.) було спостережено i вимiряно
близько 120 тис. спектральних лiнiй в iнтервалi
довжин хвиль вiд 200 до 700 нанометрiв. Одноча-
сно робилися спроби знайти певнi закономiрностi
в їх розташуваннi, проте без суттєвого успiху.

Сiльський вчитель iз Швейцарiї Йоган Баль-
мер (заради справедливостi скажемо, що Баль-
мер викладав ще й в Базельському унiверситетi,
а ступiнь доктора фiлософiї отримав у 24 роки), у
вiльний вiд основної роботи час, жонглюючи ци-
фрами – довжинами хвиль у спектрах хiмiчних
елементiв, якi друкувалися у наукових журналах,
помiтив, що довжини хвиль у видимiй дiлянцi спе-
ктра водню укладаються в лаконiчну формулу:

λn = b
n2

n2 − 4
,

де n = 3, 4, ... – цiлi числа, b – стала, рiвна 3645,6A◦.
Вiдкриття Бальмера сталося в 1885 роцi. Че-

рез 23 роки швейцарський фiзик-теоретик Валь-
тер Рiтц узагальнив формулу Бальмера, надавши
їй вигляду

νnm = R

(
1
m2
− 1
n2

)
, n = m+ 1, m+ 2, ..., (1)

де R = 4b
c – стала Рiдберга, c – швидкiсть свi-

тла у вакуумi. Потреба такого узагальнення вини-
кла пiсля того, як була вiдкрита послiдовнiсть спе-
ктральних лiнiй в ультрафiолетовому дiапазонi –
серiя Лаймана (1906 р.). Частоти цiєї серiї можна
отримати з формули Рiтца при m = 1, а частоти
серiї Бальмера – при m = 2. На основi формули

Рiтца було теоретично передбачено iснування ще
однiєї спектральної серiї в iнфрачервоному дiапа-
зонi (m = 3). Невдовзi (1908 р.) така серiя була
вiдкрита Фрiдрiхом Пашеном.

Наприкiнцi XIX столiття були отриманi досить
точнi експериментальнi результати про теплове ви-
промiнювання нагрiтих тiл. Проте спроби теоре-
тично описати експериментальну криву залежно-
стi спектральної густини енергiї випромiнювання
вiд частоти (або довжини хвилi) засобами кла-
сичної фiзики зазнавали фiаско. Наприкiнцi 1900
року Макс Планк висунув революцiйну iдею: на-
грiта речовина поглинає i випромiнює енергiю не
неперервно, а дискретними порцiями – кванта-
ми: мiнiмальна енергiя електромагнiтного випро-
мiнювання, яку може поглинати, або випромiню-
вати речовина, рiвна ε0 = hν, де h – унiверсаль-
на стала – квант дiї, що дорiвнює 6,626... · 10−24

Дж· с. На основi цiєї гiпотези Планк отримав фор-
мулу, яка iдеально збiгалася з експериментальни-
ми даними.

Iдею про кванти енергiї А. Ейнштейн у 1905 роцi
застосував до явища фотоефекту, яке на той час
було досить добре вивчено експериментально зав-
дяки дослiдженням Ф. Ленарда. Проста формула
Ейнштейна

hν =
meV

2

2
+ U,

де hν – енергiя електромагнiтного випромiнюван-
ня, яку поглинає атом, U – робота виходу електро-
на з металу (або енергiя iонiзацiї у випадку фото-
ефекту на атомах), meV

2

2 – кiнетична енергiя фо-
тоелектронiв, є по сутi законом збереження енергiї
при фотоефектi. Але вона якiсно пояснювала зале-
жнiсть величини фотоструму вiд частоти свiтла, а
також iснування “червоної границi” фотоефекту.

Теорiя водневоподiбних атомiв.
Обчислення сталої Рiдберга

Багатий експериментальний матерiал про атом-
нi спектри, евристична формула Бальмера–Рiтца,
iдея квантiв М. Планка та формула Ейнштейна,
вiдкриття атомного ядра i “планетарна” модель
Е. Резерфорда – ось та база, на яку спиралася тео-
рiя Бора. Зазначимо, що ключову роль тут вiдiгра-
ла якраз формула Бальмера–Рiтца. Бор неоднора-
зово говорив, що як тiльки вiн побачив цю фор-
мулу, йому вiдразу все стало зрозумiло. Справдi,
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домноживши праву та лiву частини формули (1)
на сталу Планка, ми отримаємо другий постулат
Бора; при цьому енергiя стацiонарного стану ви-
ражатиметься простою формулою:

En = −hR
n2

.

Завданням Бора було обчислити сталу Рiдберга в
термiнах механiчних величин, що визначають рух
електрона при заданiй енергiї.

Задача про рух зарядженої частинки в куло-
нiвському потенцiалi добре вивчена, оскiльки во-
на еквiвалентна задачi Кеплера про рух планети
у полi тяжiння Сонця. При розв’язаннi цiєї зада-
чi важливу роль вiдiграють два закони збереже-
ння – закон збереження енергiї та кутового
моменту. Величини, що зберiгаються, називають
iнтегралами руху. Кутовий момент є векторною
величиною i йому вiдповiдає три iнтеграли руху.
Якщо фiксувати напрям кутового моменту, то рух
вiдбуватиметься в площинi, яка до нього перпен-
дикулярна (площина еклiптики в Сонячнiй систе-
мi). Звужена на цю площину механiчна система
матиме два ступенi вiльностi i два iнтеграли ру-
ху – енергiю i величину (модуль) кутового момен-
ту. Фiксацiя цих величин означає фiксацiю поча-
ткових умов, а отже вибiр конкретної траєкторiї
руху. Якщо фiксувати тiльки енергiю,

E =
meV

2

2
− Ze2

r
= const, (2)

то матимемо набiр елiптичних траєкторiй, запара-
метризований допустимими значеннями кутового
моменту. Серед цих траєкторiй є коло: ця траєкто-
рiя вiдповiдає максимальному (при заданiй енер-
гiї) значенню кутового моменту:

L = merV = mer
2Ω = const, (3)

де Ω – кутова швидкiсть. У випадку колового руху
рiвняння Ньютона має простий вигляд

mer
2Ω =

Ze2

r2
(4)

i дає спiввiдношення мiж кутовою швидкiстю та
радiусом орбiти. Якщо його пiдставити у вираз для
енергiї, то матимемо

E = −Ze
2

2r
. (5)

З iншого боку, третiй постулат Бора стверджує, що
стацiонарним станам вiдповiдають енергiї

En = −n~Ω
2
, (6)

де ~ = h
2π . Прирiвнюючи вирази (5) i (6), отриму-

ємо формулу квантування радiуса колової орбiти:

rn =
n2~2

Ze2me
,

а пiдстановка цього виразу у формулу (5) дає кван-
тування енергiї:

En = −Z
2e4me

2~2

1
n2
. (7)

Отже, стала Рiдберга виражається через заряд та
масу електрона, заряд ядра та сталу Планка:

R =
Z2e4me

4~3
.

Як зазначалось, умова (6) еквiвалентна умовi
квантування кутового моменту. Справдi, якщо ви-
раз rn = n2~2

Ze2me
пiдставити у формулу (3) i взя-

ти до уваги спiввiдношення (4), то отримаємо, що
L = n~. Оскiльки у випадку колового руху енер-
гiя зв’язана з кутовим моментом простим спiввiд-
ношенням: En = −Z

2e4me

2L2 , то умова квантування
кутового моменту вiдразу дає формулу (7).

Звичайно, Н. Бор усвiдомлював недолiки сво-
єї теорiї. Зокрема, його турбував притягнутий “ad
hoc” постулат про зв’язок енергiї стацiонарних ста-
нiв з класичною частотою обертання електрона
навколо ядра (або еквiвалентний постулат про
квантування кутового моменту). В третьому роз-
дiлi своєї працi вiн наводить мiркування, якi мали
б обґрунтувати цi припущення.

Бор розглядає стацiонарнi стани з достатньо ве-
ликим значенням числа n i квантовi переходи у
стани n− k, де k � n, k = 1, 2, ... . При фiксовано-
му n частоти цих переходiв даються формулою:

ωn−k,n = R

(
1

(n− k)2
− 1
n2

)
' 2kR

n3
=

2k|E|
n~

.

Як бачимо, частоти лiнiйно залежать вiд k, тобто
спектр має осциляторний характер. У цьому ви-
падку, вiдповiдно до гiпотези Планка, маємо по-
класти ωn−k,n = kω0, де ω0 – власна (тобто кла-
сична) частота осцилятора. В ролi такої частоти у
випадку обертального руху виступає частота Ωn,
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яка вiдповiдає стацiонарному становi з енергiєю
En. Отже отримуємо спiввiдношення:

Ωn =
2|En|
n~

,

яке збiгається з умовою (6).
Наведене вище обґрунтування умови (6) –

яскравий приклад мiркувань, що згодом були уза-
гальненi Бором i пiднятi до рiвня унiверсального
принципу квантової фiзики – принципу вiдпо-
вiдностi. Суть цього принципу в тому, що закони
нової (квантової) механiки не повиннi суперечити
законам класичної механiки у тих ситуацiях, де
класичнi уявлення фiзично вмотивованi. В задачi
про атом класична картина має сенс, коли енергiя
електрона наближається до енергiї iонiзацiї; тодi
вiдстанi мiж енергетичними рiвнями прямують до
нуля, а величину n−k

n при n � k можна покласти
рiвною одиницi. Саме за цих умов може бути об-
ґрунтована формула (6). Але Бор переносить її на
всi iншi стани, зокрема на основний стан (n = 1),
i формулює такий висновок:“В будь-якiй молеку-
лярнiй системi, яка складається з позитивно за-
ряджених ядер i електронiв [...] момент iмпуль-
су кожного електрона в основному станi буде
рiвний величинi ~ = h

2π ”, де h – стала Планка [1].
Як виявилось досить скоро, це твердження не вiд-
повiдає дiйсностi: всi атомнi системи в основному
станi мають нульовий момент iмпульсу. Цей
факт не можна пояснити на основi теорiї Бора, чи
будь-якої iншої теорiї, яка оперує класичними уяв-
леннями про механiчний рух.

Квазiкласичне квантування
А. Зомерфельда

Суттєвий крок в осмисленнi теорiї Бора та її уза-
гальненнi на випадок систем з багатьма ступенями
вiльностi зробив Арнольд Зомерфельд. Саме вiн
сформулював умови квазiкласичного квантува-
ння у досить загальнiй формi – як умову цiлочи-
сельностi змiнних “дiя” – адiабатичних iнварiантiв
механiчної системи. У випадку квазiперiодичного
руху змiннi “дiя” виражаються у виглядi iнтегралiв
по замкнутих циклах у фазовому просторi класи-
чної механiчної системи. У цьому випадку умови
квантуваня Зомерфельда мають вигляд

Jγ =
1
2π

∮
γ

N∑
i=1

pidqi = nγ~, nγ = 1, 2, ..., (8)

де qi та pi – канонiчнi координати у фазовому про-
сторi механiчної системи, яка характеризується га-
мiльтонiаномH(p, q),N – число ступенiв вiльностi,
γ – замкнений контур (цикл) на гiперповерхнi фi-
ксованої енергiї E = H(p, q). Згiдно з теорiєю Зо-
мерфельда, умов квантування має бути стiльки,
скiльки незалежних змiнних “дiя” допускає дана
механiчна система. Очевидно, що ця кiлькiсть не
перевищує числа ступенiв вiльностi.

У випадку систем з одним ступенем вiльностi i
стандартним гамiльтонiаном:

H(p, q) =
p2

2m
+ U,

маємо: p =
√

2mE − U(q). Тодi умова (8) дає пра-
вило квантування енергiї. Зокрема, для гармонi-
чного осцилятора, коли U(q) = mω2

0
2 q2, єдиний за-

мкнений контур у фазовому просторi, по якому
при заданiй енергiї рухається система, є елiпсом
з напiвосями a =

√
2mE, b =

√
2E
mω2

0
. Iнтеграл дiї

за формулою (8) легко обчислюється:

J =
1
2π

∮
pdq =

1
2π

∫ ∫
dpdq =

ab

2
=

E

ω0
.

Як слiд було чекати, умова Зомерфельда дає
планкiвське квантування енергiї осцилятора:
En = n~ω0.

Якщо спробувати прослiдкувати генезис iдеї Зо-
мерфельда, то ми неодмiнно маємо звернутися до
доповiдi Планка на першому Сольвеївському кон-
гресi в 1911 роцi, яка мала промовисту назву: “За-
кони теплового випромiнювання i гiпотеза елемен-
тарного кванта дiї” [4]. Звернемо увагу – не гiпоте-
за кванта енергiї, а саме кванта дiї! У своїй допо-
вiдi Планк пропонує глибоку iдею квантування
фазового простору – розбиття його на областi
(комiрки) мiнiмального об’єму, рiвного сталiй h:∫ ∫

dpdq = h. (9)

Сьогоднi таке розбиття є стандартною про-
цедурою, основою квантової статистики. Але в
1911 роцi серед учасникiв Конгресу можливо тiль-
ки А. Пуанкаре розумiв глибину iдеї. (Про це свiд-
чить дискусiя пiсля доповiдi Планка). З висоти
нинiшнiх знань ми можемо побачити принцип не-
визначеностi, що захований у спiввiдношеннi (9).
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Якщо ж iнтеграл (9) застосувати до замкнутих
областей, обмежених контуром γ, i перетворити за
формулою Стокса, то отримаємо умови квантува-
ння Зомерфельда!

Стаття А.Зомерфельда “Квантова теорiя спе-
ктральних лiнiй” була опублiкована в журналi
“Annalen der Phys.” на початку 1916 року. В нiй за-
гальна теорiя була застосована до атома водню, а
якщо говорити мовою класичної фiзики – до зада-
чi Кеплера. Механiчна система, що вiдповiдає цiй
задачi, має три ступенi вiльностi, отже умов кван-
тування має бути три. Два з них стосуються руху у
площинi еклiптики (напрям кутового моменту фi-
ксований). Звужений на площину гамiльтонiан си-
стеми в полярних координатах має вигляд

H =
1

2me

(
p2
r +

p2
ϕ

r2

)
− Ze2

r
, (10)

де pr = meṙ – радiальний iмпульс, pϕ = mer
2ϕ̇ =

= L – кутовий момент. У чотиривимiрному фа-
зовому просторi механiчної системи з гамiльтонi-
аном (10) маємо два замкнутi цикли. Один з них
лежить в площинi змiнних pϕ, ϕ i є колом. Умо-
ви квантування вiдповiдної змiнної “дiя” є по сутi
квантуванням кутового моменту:

Jϕ =
1
2π

2π∮
0

pϕdϕ = L = nϕ~. (11)

Iнший цикл лежить в площинi змiнних r, pr. Вiд-
повiдна змiнна “дiя” легко обчислюється [5]:

Jr = −L+
Zmee

2√
2me|E|

= nr~. (12)

Ця формула збiгатиметься з формулою (7), якщо
покласти n = nr + nϕ. З часiв Зомерфельда число
nr називають радiальним, а число n – головним
квантовим числом.

Принципово новим моментом в теорiї Зомер-
фельда було квантування проекцiї кутового мо-
менту на напрям зовнiшнього магнiтного поля.
Це квантування пов’язане з iснуванням третьої
змiнної “дiя”, яка якраз i є проекцiєю кутового
моменту: Jϑ = Lz = m~. Квантове число m,
яке при цьому виникає, дiстало назву магнiтного
квантового числа.

Пiсля праць Зомерфельда теорiя квазiкласично-
го квантування, започаткована Н. Бором, набула
завершеностi i у такому виглядi зберiгає свою вар-
тiсть до наших днiв. Правда самi умови (8) де-
що модифiкуються. У працях В.П. Маслова та
I.В. Арнольда було показано, що цiлi числа nγ в
умовах квантування (8) мають бути певним чи-
ном “пiдправленi” деякими топологiчними iндекса-
ми, якi суттєво залежать вiд геометрiї циклiв γ.
У такий спосiб при квантуваннi осцилятора з’яв-
ляється доданок 1

2 , а у випадку кутового момен-
ту умови квантування записуються не у виглядi
iнтегралiв по циклах, а через поверхневi iнтегра-
ли (формула Стокса): тодi отримується правильна
формула для допустимих значень квадрата куто-
вого моменту: L2 = ~l(l + 1), l = 0, 1, 2, ... .

Нова квантова механiка

Попри значнi успiхи, якi мала теорiя Бора в по-
ясненнi спектрiв водневоподiбних атомiв, багато
фiзикiв того часу, та i сам Бор, розумiли її обмеже-
нiсть. Спектри хiмiчних елементiв з великою кiль-
кiстю електронiв вже не мали простих закономiр-
ностей i не пiддавалися теоретичному опису. Тео-
рiя Бора не могла нiчого сказати про iнтенсивно-
стi випромiнювання, оскiльки в нiй квантовi пере-
ходи мiж стацiонарними станами постулювалися
як “скачки” i не пропонувалося нiяких динамiчних
рiвнянь, якi б описували цi процеси. Можна ска-
зати, що на початку 20-х рокiв потенцiал теорiї
Бора був вичерпаний. Ось як про це писав свiдок
i учасник цих подiй Луї де Бройль: “В 1923 роцi
стало майже ясно, що теорiя Бора i стара тео-
рiя квантiв лише промiжна ланка мiж класични-
ми уявленнями i якимись зовсiм iншими погляда-
ми, що дозволять глибше зрозумiти суть кван-
тових явищ [...]. Ставало чимраз очевиднiше, що
потрiбно побудувати нову механiку, де квантовi
iдеї ввiйдуть в саму основу теорiї, а не будуть
доданi до неї наприкiнцi, як це робилося у старiй
теорiї квантiв” [6].

Подальший розвиток подiй навколо вивчення
атома був бурхливим i захоплював подих. Програ-
ма створення нової теорiї почала реалiзовуватися
майже одночасно двома рiзними i, як здавалося
спочатку, нiяк не зв’язаними мiж собою шляхами.
Перший напрям, який започаткувала справдi ре-
волюцiйна iдея де Бройля про хвильовi властиво-
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стi матерiї, привiв до створення хвильової механi-
ки Шредiнгера.

Iншим шляхом пiшов В. Гейзенберг. Його iдеї бу-
ли ще бiльш революцiйними. У статтi “Про кван-
товотеоретичну iнтерпретацiю механiчних спiввiд-
ношень”, яку вважають початком нової кванто-
вої механiки (подана до друку в липнi 1925 р.),
вiн фактично заперечив спроможнiсть уявити i
описати квантовий об’єкт мовою класичних по-
нять, таких як координата, траєкторiя, iмпульс то-
що, оскiльки усi цi величини є принципово не-
спостережуваними, наприклад, для електрона в
атомi. Замiсть класичних понять Гейзенберг про-
понує концепцiю квантових динамiчних змiн-
них (квантових спостережуваних) – матема-
тичних за своєю природою сутностей, для яких
визначенi правила додавання, множення на чи-
сла та множення цих об’єктiв мiж собою. Про-
те тепер операцiя множення не є комутативною
(AB 6= BA). Мiра некомутативностi квантових ди-
намiчних змiнних задається комутацiйними спiв-
вiдношеннями, якi власне i є основними рiвняння-
ми квантової теорiї. Безпосередньо вимiрюванi в
експериментi фiзичнi величини – це середнi (або
очiкуванi) значення квантових спостережуваних:
для їх обчислення формулюються певнi правила,
подiбнi до правил знаходження матричних елемен-
тiв в теорiї матриць. Але тепер однiй квантовiй
динамiчнiй змiннiй можна зiставити безлiч класи-
чних величин – очiкуваних значень. Будь-яка з
цих величин може бути вимiряна у конкретному
експериментi з певною ймовiрнiстю в залежностi
вiд стану системи. (Поняття стану було, очевидно,
запозичене з теорiї Бора).

По щасливiй випадковостi рецензентом статтi
Гейзенберга мав бути Р. Фаулер – фактичний ке-
рiвник 23-рiчного стипендiата коледжу Святого Iо-
ана (Кембрiдж) Поля Дiрака. Як це часто буває,
науковий керiвник доручає своєму аспiранту ро-
зiбратися в незрозумiлiй для нього статтi i пiд-
готувати вiдгук. Суть статтi Дiрак зрозумiв вiд-
разу. Вiн заповнив деякi логiчнi прогалини у ви-
кладi Гейзенберга i, що важливо, перевiв введенi
Гейзенбергом iнтуїтивнi поняття “квантових спо-
стережуваних” на тверду математичну основу, а їх
некомутативнiсть на основi принципу вiдповiдно-
стi Бора пов’язав з дужкою Пуасона у класичнiй
механiцi. Стаття Гейзенберга “Про квантовотеоре-
тичну iнтерпретацiю механiчних спiввiдношень” i

стаття Дiрака “Фундаментальнi рiвняння кванто-
вої механiки” вийшли з друку майже одночасно –
наприкiнцi 1925 року. Цi двi статтi, а також насту-
пнi статтi Гейзенберга, Борна та Йордана, прийня-
то вважати початком нової квантової механiки.

Стаття Шредiнгера “Квантування як задача
на власнi значення” була опублiкована в лютому
1926 року. У цiй працi ключовим було поняття
хвильової функцiї та диференцiальне рiвняння для
неї – рiвняння Шредiнгера. Ця функцiя по сутi
була узагальненням хвилi де Бройля: її просторо-
вий розподiл (а точнiше розподiл модуля цiєї ком-
плекснозначної функцiї) давав уявлення про по-
ложення та рух квантової частинки. Як бачимо,
Шредiнгер, як i Гейзенберг, вiдмовлявся вiд кла-
сичних понять при описi квантових об’єктiв. Як
приклад ефективностi нової теорiї була розв’язана
задача про атом водню. Цей розв’язок Шредiнгера
в майже незмiненому виглядi сьогоднi подається
в усiх пiдручниках з квантової механiки. Заради
справедливостi слiд сказати, що ця ж задача бу-
ла розв’язана Гейзенбергом i В. Паулi методами
матричної квантової механiки за мiсяць до появи
статтi Шредiнгера.

Спочатку двi теорiї – хвильова теорiя Шредiнге-
ра i операторна (за сучасною термiнологiєю) Гей-
зенберга – виглядали абсолютно рiзними i не по-
в’язаними мiж собою. Але дуже скоро, наприкiнцi
1926 року, Шредiнгер помiтив, що ключове кому-
тацiйне спiввiдношення теорiї Гейзенберга:

X̂nP̂m − P̂mX̂n = i~δnm1̂,

яке виражає некомутативнiсть оператора коорди-
нати та iмпульсу i забороняє можливiсть їх одно-
часного точного вимiрювання (операторна форма
принципу невизначеностi), може бути “розв’яза-
ним”, якщо X̂n реалiзувати як оператор множення
на незалежну змiнну xn – один iз аргументiв хви-
льової функцiї: X̂nψ(x1, x2, x3) = xnψ(x1, x2, x3).
Тодi оператор iмпульсу буде пропорцiйним частин-
нiй похiднiй по вiдповiдному аргументу:

P̂mψ(x1, x2, x3) = −i~ ∂

∂xn
ψ(x1, x2, x3).

Якщо у класичному гамiльтонiанi H(x, p) =
=
∑
n p

2
n/2m+U(x) класичнi iмпульси pn замiнити

квантовими операторами P̂n = −i~ ∂
∂xn

, то отрима-
ємо квантовий гамiльтонiан, який фiгурує у правiй
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частинi рiвняння Шредiнгера. При цьому хвильо-
ва функцiя Шредiнгера пов’язана зi стацiонарни-
ми станами теорiї Гейзенберга унiтарним перетво-
ренням:
|ψ(x, t)〉 = exp

(
− i

~
Ĥt

)
|ψ(x, 0)〉.

Таким чином було встановлено еквiвалентнiсть
двох теорiй – Шредiнгера i Гейзенберга. Хоча на-
справдi треба казати, що теорiя Шредiнгера – це
певний вибiр представлення комутацiйних спiввiд-
ношень в бiльш загальнiй теорiї Гейзенберга.

Створення нової квантової механiки протягом
одного року виглядає як чудо. Але це “чудо” стало-
ся тому, що добре обдумана фiзична картина була
влита у вдало знайдену математичну форму. Це
повчальний досвiд, який свiдчить, що принципо-
во новi фiзичнi теорiї вимагають залучення нової
математики.

Ще два сюжети в цiй iсторiї варто згадати. В
1927 роцi В. Паулi побудував математичну теорiю
спiна електрона i обґрунтував свiй евристичний
“принцип заборони”, який вже декiлька рокiв успi-
шно використовували фiзики. У 1928 роцi П. Дi-
рак написав своє знамените рiвняння для реляти-
вiстського електрона, а за рiк перед тим прокван-
тував електромагнiтне поле. Квантова теорiя на-
була елегантного i “майже” завершеного вигляду.
Залишалися проблеми iнтерпретацiї i правильного
прочитання отриманих формул. Але молодих пра-
гматикiв цi проблеми не дуже хвилювали. Вони
розширювали сферу застосувань квантової теорiї
на фiзику магнiтних явищ, кристалiчнi твердi тi-
ла, ядерну фiзику.

Нiльс Бор не залишався осторонь цих проблем.
Вiн старанно збирав пiд своє крило талановиту мо-
лодь, надавав матерiальну пiдтримку та можли-
вiсть випробувати найсвiжiшi iдеї. Вiн чесно ви-
знавав переваги багатьох своїх учнiв, зокрема, в
математичнiй пiдготовцi, але сприймав нове з ве-
ликим ентузiазмом. Усi знали, що красиву iдею
Бор глибоко зрозумiє, пiдтримає i полюбить не
менше самого автора. Всього за кiлька рокiв, мiж
серединою 20-х та початком 30-х рокiв, Бор набув
(i вже до кiнця життя зберiг) славу лiдера всього
нового i живого у фiзицi, а його копенгагенський
iнститут до самої його смертi (в 1962 р.) залишався
фiзичною Меккою.

Можна з впевненiстю стверджувати, що постать
Нiльса Бора є фундаментальною не стiльки завдя-

ки його науковим здобуткам, i, навiть не через його
дбайливе, уважне i батькiвське ставлення до чи-
сленних учнiв та їх нових iдей. Його можна назва-
ти Великим Примирювачем, людиною, яка змогла
осягнути велич iдей своїх колег i вчасно авторите-
тно сказати – “i ти маєш рацiю, i ти . . . ”, що замiсть
роз’єднання умiв врештi спричинило неймовiрний
прогрес. Нiльс Бор визнаний свiтовою спiльнотою
як один iз стовпiв фiзики ХХ столiття. Людство
вдячне йому: його портрет – на монетах та грошо-
вих купюрах. Його iменем названа дуже солiдна
наукова нагорода та один iз найновiших елементiв
перiодичної таблицi хiмiчних елементiв.
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СТО ЛЕТ АТОМНОЙ МОДЕЛИ БОРА

Р е з ю м е

Подано исторический контекст, в рамках которого Н. Бор
сформулировал модель атома. Изложено последующее ра-
звитие квантовых представлений – от квазиклассического
квантования до создания современной квантовой механики.
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S u m m a r y

The historical context within which N. Bohr formulated his

model of atom is presented. The subsequent development

of quantum ideas from quasiclassical quantization to modern

quantum mechanics is considered.
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