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Понад п’ятнадцять рокiв тривають активнi експерименталь-
нi та теоретичнi дослiдження фазових переходiв i критичної
поведiнки iонних плинiв. У значнiй мiрi вони були стимульо-
ванi суперечливими результатами експериментальних спосте-
режень, що виявили три типи критичної поведiнки в iонних
плинах: класичну, iзингоподiбну та промiжну (кросоверного
типу). Використання методiв аналiтичної теорiї ускладнюва-
лося тим, що навiть для найпростiшої моделi iонного плину
– так званої обмеженої примiтивної моделi (restricted primiti-
ve model – RPM) – розрахунок фазової дiаграми i параметрiв
критичної точки газ–рiдина є зовсiм нетривiальною задачею.
Не менш драматичною через визначальну роль далекодiйних
кулонiвських взаємодiй виявилася iсторiя використання до та-
ких систем методiв комп’ютерного моделювання. Лише недав-
но було доведено, що критична поведiнка RPM належить до
класу унiверсальностi тривимiрної моделi Iзинга iз надзвичай-
но вузькою асимптотичною областю. Внаслiдок цього при вра-
хуваннi короткодiйних взаємодiй у цiй моделi важливу роль
вiдiграють ефекти кросовера. З iншого боку, при описi реаль-
них iонних плинiв необхiдно враховувати ефекти асиметрiї у
зарядах та розмiрах iонiв, а також роль розчинника. У цiй ро-
ботi зроблено огляд основних результатiв майже двадцятирi-
чної iсторiї дослiджень фазової i критичної поведiнки iонних
систем iз домiнуючою кулонiвською взаємодiєю.
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1. Вступ

Iоннi плини, до яких належать розплави солей, роз-
чини електролiтiв та iоннi рiдини належать до перелi-
ку центральних об’єктiв дослiджень у таких галузях
науки, як хiмiчна фiзика i фiзична хiмiя, електрохi-
мiя, хiмiчна iнженерiя i науки про Землю. Цi системи
оточують нас у повсякденному побутi i є складовою
частиною бiологiчних систем.

Важливiсть теоретичного вивчення термодинамi-
чних властивостей iонних систем, включаючи їх фа-
зову поведiнку, зросла останнiми роками у зв’язку
з отриманням нових iонних рiдин, що належать до
матерiалiв так званої “зеленої хiмiї” i якi створюють
передумови для переходу до чистого способу прове-
дення хiмiчних процесiв. Новi iоннi рiдини залиша-
ються рiдинами при кiмнатнiй температурi i мають
такi фiзичнi властивостi, якi роблять їх дуже перспе-
ктивними у ролi розчинникiв для хiмiчної промисло-
востi. Зокрема вони є хорошими розчинниками для
багатьох неорганiчних i органiчних матерiалiв, мають
зникаючо малий тиск пари (низьку леткiсть), широку
рiдинну область, є термiчно стiйкими аж до 200 ◦С.
Вони є iнертними до повiтря i води, не змiшуються
iз низкою органiчних розчинникiв i можуть виступа-
ти в ролi неводних полярних альтернатив для двофа-
зних систем. Вони також вiдносно недорогi i порiв-
няно легко синтезуються [1]. Можливостi рiзноманi-
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Рис. 1. Потенцiйнi областi застосування iонних рiдин

тного застосування iонних рiдин проiлюстровано на
рис. 1 [2].

Фундаментальний аспект теоретичних дослiджень
iонних плинiв полягає у необхiдностi врахування да-
лекодiйної природи кулонiвських взаємодiй, оскiльки
у бiльшостi випадкiв така взаємодiя мiж частинка-
ми є домiнуючою. Особливий iнтерес становлять тут
критичнi властивостi i фазова поведiнка. Так, у си-
стемах iз далекодiйною взаємодiєю можна було б очi-
кувати класичну (середньопольову) критичну пове-
дiнку. З iншого боку – добре вiдомо, що далекодiйнi
взаємодiї у розчинах електролiтiв екрануються при
скiнчених концентрацiях iонiв. Якою ж є критична
поведiнка у системах, де електростатична взаємодiя
вiдiграє основну роль? Пошук однозначної вiдповiдi
на це та iншi питання, що стосуються фазової пове-
дiнки iонних плинiв, триває уже понад 15 рокiв.

Нинi добре встановленим є той факт, що обидва ти-
пи критичних точок рiдина–газ i рiдина–рiдина (або
плин–плин) у сумiшах нейтральних компонент iз до-
мiнуючими короткодiйними взаємодiями належать до
класу унiверсальностi моделi Iзинга. Це означає, що в
околi критичної точки характерною є така поведiнка
параметра порядку:

ϕ = ±B0τ
β(1 +B1τ

Δ + . . .). (1)

Тут ϕ – це вiдхилення густини чи концентрацiї вiд
критичного значення вздовж кривої спiвiснування,
τ = |T − Tc|/T , T i Tc – це, вiдповiдно, температура
i критична температура. Перший доданок в (1) яв-
ляє асимптотичну критичну границю, тодi як другий
i наступнi доданки описують поправки до цiєї гра-
ницi. β = 0, 325(5) ± 0, 002, Δ = 0, 52 ± 0, 02 – унi-
версальнi критичнi iндекси тривимiрної моделi Iзин-
га. На момент, коли питання критичної поведiнки не-

iонних плинiв i їх сумiшей було однозначно вирiше-
но, дискусiя щодо критичної поведiнки iонних систем
тiльки започаткувалася.

Ця стаття має оглядовий характер i мiстить резуль-
тати, що стосуються фазової та критичної поведiнки
iонних плинiв, якi було отримано впродовж останнiх
20-ти рокiв. План цього огляду такий. У другому роз-
дiлi висвiтлено iсторiю проблеми. Третiй роздiл при-
свячено фазовiй поведiнцi найпростiшої моделi iон-
ного плину – обмеженiй примiтивнiй моделi (restri-
cted primitive model – RPM). Тут наведено короткий
пiдсумок результатiв, отриманих методами комп’ю-
терного моделювання, проте основну увагу придiле-
но теоретичним пiдходам, зокрема середньопольовим
теорiям, таким як теорiя Дебая–Гюккеля i середньо-
сферичне наближення та їх модифiкацiї, а також не-
давно розвинутим теорiям, що використовують мето-
ди функцiонального iнтегрування. Застосування цих
теорiй продемонстровано на конкретних прикладах
(критична точка газ–рiдина i фазовий перехiд до iон-
ного кристала). Четвертий роздiл присвячено крити-
чнiй поведiнцi “кулонiвських” систем. Мова iде як про
результати, отриманi методами комп’ютерного експе-
рименту, так i про теоретичнi дослiдження проблеми,
зокрема про оцiнки температури Гiнзбурга, побудо-
ву ефективного гамiльтонiана та поведiнку кореля-
цiйної функцiї заряд–заряд поблизу критичної точки
газ–рiдина. У п’ятому роздiлi зроблено огляд резуль-
татiв, що отриманi рiзними методами для параметрiв
критичної точки газ–рiдина для примiтивної моделi
iз зарядовою асиметрiєю. У шостому роздiлi пiдведе-
но пiдсумки, а також окреслено основнi проблеми, якi
потребують подальших дослiджень.

2. Iсторiя проблеми

Iнтерес до фазових дiаграм i критичних явищ в iон-
них плинах був викликаний суперечливими резуль-
татами експериментальних спостережень [3], що сто-
сувались критичної поведiнки цих систем. Дискусiю
було розпочато у 1972 р. роботою Бубака i Франка
[4], у якiй автори повiдомили про якiсно вiдмiнну по-
ведiнку деяких iонних плинiв порiвняно iз випадком
неiонних систем. Авторами роботи [5] було спостере-
жено стрiмкий кросовер iз середньопольової до iзин-
гiвської поведiнки поблизу критичної точки розчине-
ння у розчинi Na в рiдкому амiаку. Пiзнiше таку ж
поведiнку для цiєї системи було пiдтверджено точнi-
шими експериментами [3]. У 1990 р. Пiцер i спiвро-
бiтники [6] знову повiдомили про класичну критичну
поведiнку для синтезованої “симетричної” органiчної
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солi N2226B2226 (триетил n-гексил амонiй–триетил n-
гексилборит) у дифениловому ефiрi з β ' 0, 48 в iн-
тервалi 10−4 ≥ τ ≤ 10−1. Iншими авторами у 1992 р.
було знову пiдтверджено класичну поведiнку у цiй
системi [3]. У 1993 р. у своїй оглядовiй роботi Левелт
Сенгерс i Гiвен (див. роботу [3] i список посилань у
нiй) пiдсумували, що станом на бiжучий момент ви-
явлено три типи критичної поведiнки iонних плинiв, а
саме: iзингоподiбна, класична i поведiнка кросоверно-
го типу. Вiдповiдно iоннi плини було умовно подiлено
на два основнi класи:
– “сольвофобнi” системи, у яких електростатичнi си-
ли не є визначальними у формуваннi критичної по-
ведiнки (з розчинниками, що характеризуються, як
правило, великим значенням дiелектричної сталої),
а їх критична поведiнка належить до класу унiвер-
сальностi тривимiрної моделi Iзинга. До цих систем
належить бiльшiсть слабо дисоцiйованих водних роз-
чинiв органiчних субстанцiй поблизу критичної то-
чки розчинення. Спiльною рисою цих сумiшей є те,
що розчинена речовина складається з досить великих
органiчних молекул. Прикладами таких систем мо-
жуть бути воднi розчини iонних систем C3H7COOH,
(C2H5)3N, (C2H11)4NBr [3];
– “кулонiвськi” системи, у яких фазове розшаруван-
ня визначається в основному кулонiвськими взаємо-
дiями (для розчинника є характерною низька дiеле-
ктрична стала). Представниками цього класу є сумi-
шi складних (часто органiчних) солей з неводними
розчинниками поблизу критичної точки розчинення,
наприклад, N+

2226B
−
2226 у дифениловому ефiрi [6].

Фактично робота [3] започаткувала активне вивче-
ння характеру критичної i фазової поведiнки iонних
плинiв. Серед експериментальних робiт слiд вiдзна-
чити роботи Нараянана i Пiцера [7–9], роботи Анi-
сiмова зi спiвавторами [10, 11] та роботи нiмецьких
вчених Шроера, Вейнгартнера, Вiєганд та iн. [12–17],
якi дослiджують критичну поведiнку iонних плинiв
уже бiльше 15-ти рокiв.

Результати експериментальних дослiджень можна
коротко пiдсумувати таким чином: переважна бiль-
шiсть експериментiв передбачають, що критична то-
чка газ–рiдина i рiдина–рiдина в iонних плинах на-
лежить до класу унiверсальностi тривимiрної моделi
Iзинга. Експерименти, зокрема експерименти Пiцера,
в яких ранiше спостерiгалася середньопольова крити-
чна поведiнка, не були вiдтворенi у пiзнiших роботах
[13]. Водночас у деяких експериментах, зокрема на
системi Na–NH3, досить близько до критичної точки
спостерiгали кросовер до середньопольової поведiнки
[16, 17].

Базовою моделлю для теоретичного вивчення iон-
них систем, включаючи розчини електролiтiв, роз-
плавленi солi та колоїди, є так звана обмежена при-
мiтивна модель (RPM), у якiй iонний плин моделю-
ється як електронейтральна бiнарна сумiш зарядже-
них твердих сфер однакового дiаметра, що знаходя-
ться у безструктурному дiелектричному середовищi.
Потенцiал попарної взаємодiї у цiй моделi має вигляд

Uαβ(r) =

{
∞, r < σ,
qαqβ
εr

, r > σ,
qα = ±q, (2)

де σ – дiаметр твердої сфери; qα – заряд iона сор-
ту α; ε – дiелектрична стала. Нижче будемо вико-
ристовувати безрозмiрнi температуру i густину, мас-
штабуючи термiчну енергiю kBT в одиницях макси-
мальної глибини кулонiвського потенцiалу на конта-
ктi, ε = q2/εσ, а густину через величину виключеного
об’єму: T ∗ = kBTεσ/q

2, ρ∗ = ρσ3. Виявилося, що не-
зважаючи на вiдносну простоту, ця модель має зв’я-
зок з експериментальними спостереженнями. Зокре-
ма вiдомим є той факт, що фазовi переходи рiдина–
рiдина у багатьох розчинах одновалентних (1:1) низь-
коплавких солей в органiчних розчинниках iз низь-
кою дiелектричної сталою загалом узгоджуються з
даними для критичних параметрiв, що передбаченi
за допомогою RPM [12] (див. рис. 2).

Вперше iснування критичної точки газ–рiдина в
RPM було передбачено в роботi Стiллiнжера i Ловет-
та наприкiнцi 60-х рр. [18], де автори представили ли-
ше схематичну фазову дiаграму. У 1970 р. iснування
критичної точки в цiй моделi було пiдтверджено ре-
зультатами, отриманими методом Монте-Карло (МК)
[19]. Проте отриманi значення для критичних параме-
трiв (T ∗c ≈ 0, 095, ρ∗c ≈ 0, 17) не можна було вважати
надiйними внаслiдок коротких часiв моделювання i
вiдносно малу кiлькiсть частинок (32 частинки, що
явно фiгурували в розрахунках). У 1976 р. Стелл,
Ву i Ларсен [20], використовуючи рiзнi наближення
для надлишкової вiльної енергiї Гельмгольца, оста-
точно пiдтвердили iснування в RPM фазового роз-
дiлення у розведену однорiдну iонну фазу (збiднену
iонами) i густу однорiдну iонну фазу (збагачену iо-
нами), аналогiчного до фазового переходу газ–рiдина
у простих плинах iз такими координатами критичної
точки: T ∗c ≈ 0, 085 i ρ∗c ≈ 0, 01. Подальшi теоретичнi
дослiдження критичної точки газ–рiдина в RPM про-
довжилися у 90-х рр. минулого столiття.

Слiд зазначити, що аналiтичнi теоретичнi дослi-
дження критичної точки газ–рiдина для найпростi-
шої моделi iонного плину значною мiрою спирали-
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Рис. 2. Критичнi точки обмеженої примiтивної моделi еле-
ктролiту i плину Леннарда–Джонса порiвняно з експери-
ментальними даними: (◦) Bu4NPic + 1-chloroheptane; (4)
Bu4NPic+tridecanol; (5) Bu4NPic+hexadecanol; (�) Et3HexN

Et3HexB+diphenylether; (♦)KI + SO2; (N) NaCl; (•) Na + NH3;
(шестикутник) Et3NH3NO3 +n-oсtanol. Коло з буквою A пока-
зує мiсце знаходження критичних точок розчинення (верхньої i
нижньої) у водних розчинах солей тетраалкил амiаку. Рисунок
взято з роботи [12]

ся на середньопольовi теорiї. Тут можна видiлити
два основнi наближенi пiдходи, а саме: узагальнену
теорiю Дебая–Гюккеля (ДГ), що розвивалася в ро-
ботах М. Фiшера iз спiвавторами [21–23], i пiдхiд,
що ґрунтується на середньосферичному наближен-
нi (ССН), який представлений у роботах Дж. Стел-
ла [24, 25]. Останнiм часом фазову i критичну по-
ведiнку RPM почали вивчати також за допомогою
функцiональних методiв, серед яких слiд вiдзначи-
ти теоретико-польовий пiдхiд, що використовує пере-
творення Габбарда–Стратоновича, так звану теорiю
KSSHE, запропоновану Ж.-М. Кайольом [26], мезо-
скопiчну польову теорiю, запропоновану А. Цях i
Дж. Стеллом [27], а також теорiю, що використовує
метод колективних змiнних (КЗ) [28].

Теоретичнi дослiдження фазової i критичної пове-
дiнки iонних плинiв було направлено насамперед на
вирiшення фундаментальних проблем, серед яких –
обчислення параметрiв критичної точки газ–рiдина
для RPM, дослiдження термодинамiчної поведiнки
моделi у близькому околi критичної точки, а також
знаходження її повної фазової дiаграми. При побу-
довi повної фазової дiаграми RPM аналiз стабiльно-
стi системи показав [27, 29, 30], що у нiй може вiд-
буватися ще один фазовий перехiд мiж зарядово-
невпорядкованою i зарядово-впорядкованою фазами

Рис. 3. Повна фазова дiаграма RPM у площинi T ∗−ρ∗. Рисунок
взято з роботи [32]

вздовж так званої λ-лiнiї. Проте iснування λ-лiнiї
у неперервнiй RPM досi не пiдтверджено методами
комп’ютерного моделювання. Натомiсть у комп’ютер-
ному експериментi [31–33] було знайдено перехiд до
iонного кристала типу CsCl при вищих значеннях гу-
стини (див. рис. 3).

З iншого боку, для того щоб зрозумiти фазову i
критичну поведiнку реальних iонних плинiв, важли-
вим є дослiдження складнiших моделей, якi врахову-
ють, зокрема, асиметрiю у розмiрах i зарядах, коро-
ткодiйне притягання тощо. Останнiм часом саме такi
моделi все частiше стають об’єктом цiкавостi теоре-
тикiв.

3. Фазова дiаграма RPM

3.1. Критична точка газ–рiдина:
комп’ютерний експеримент

Хоча перша спроба отримання параметрiв критичної
точки для RPM у комп’ютерному експериментi (з
використанням методу МК за постiйного тиску) ма-
ла мiсце у 1970 р. [19], активнi дослiдження у цiй
областi продовжились лише у 90-х роках минуло-
го столiття [34–44]. У цих дослiдженнях, що вико-
ристовували рiзнi модифiкацiї методу МК, було пiд-
тверджено iснування в RPM фазового переходу газ–
рiдина, що спостерiгається при дуже низьких темпе-
ратурах i густинах. При цьому виявилось, що кри-
ва спiвiснування газ–рiдина має сильно асиметричну
форму порiвняно з вiдповiдною кривою для просто-
го плину. Слiд вiдзначити, що значення, отриманi
для параметрiв критичної точки впродовж майже де-
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сяти рокiв, зазнавали суттєвих змiн у процесi вдо-
сконалення методiв комп’ютерного моделювання, що
активно розвивалися. Лише з використанням мето-
ду скiнченно-мiрного скейлiнгу [45, 46] в межах ме-
тоду МК у великому канонiчному ансамблi вдалося
досягти потрiбної точностi в обчисленнi критичних
показникiв i критичних параметрiв. Рiзними група-
ми було отримано такi результати для критичних па-
раметрiв: T ∗c = 0, 0490 ± 0, 0003, ρ∗c = 0, 070 ± 0, 005
[41], T ∗c = 0, 0488 ± 0, 0002, ρ∗c = 0, 080 ± 0, 005[39],
T ∗c = 0, 0492± 0, 0003, ρ∗c = 0, 062± 0, 005 [40]. Найно-
вiшими є значення: T ∗c = 0, 05069(2), ρ∗c = 0, 0790(25),
що отримано з використанням “тонкої” дискретизацiї
i нової схеми “неупередженої” скiнченно-мiрної екс-
траполяцiї [47], а також – T ∗c = 0, 04917 ± 0, 00002,
ρ∗c = 0, 080± 0, 005, розрахованi iз застосуванням ме-
тоду скiнченно-мiрного скейлiнгу, який доповнювався
гiстограмним перенормуванням [48]. Як бачимо, усi
недавнi числовi результати добре узгоджуються мiж
собою.

3.2. Критична точка газ–рiдина: теорiя
середнього поля

Узагальнена теорiя Дебая–Гюккеля. Важливим
поступом у розумiннi природи iонних систем, осо-
бливо розчинiв сильних електролiтiв, стала теорiя
Дебая–Гюккеля (ДГ) [49], запропонована у 1923 р.
Ця теорiя виявилася успiшною для опису поведiнки
iонних систем при малих густинах (так званий гра-
ничний закон ДГ). Менш вiдомою є повна теорiя ДГ,
що враховує скiнченнiсть розмiрiв iонiв, що моделюю-
ться твердими сферами з дiаметром σ. Хронологiчно
можна видiлити декiлька етапiв у спробах узагальне-
ння повної теорiї ДГ, як i середньосферичного набли-
ження (ССН) (про що буде йти мова нижче) в кон-
текстi вивчення фазової поведiнки RPM. Усi аспекти
цих дослiджень добре висвiтленi Лєвiном i Фiшером
у роботi [23]. Коротко зупинимося на основних iдеях
роботи [23]. Автори спочатку розглянули вираз для
вiльної енергiї Гельмгольца, f = −F/V kBT , в набли-
женнi теорiї ДГ, доповнивши його вiльною енергiєю
iдеального газу:

f(T, ρ) = f id(T, ρ) + f DH(T, ρ), (3)

де

f id(T, ρ) = ρ
(
1− ln[ρΛ3(T )/ξ(T )]

)
(4)

– вiльна енергiя iдеального газу,

f DH(T, ρ) = [ln(1 + x)− x+
1
2
x2]/4πσ3 '

' κ3
D

12π
(1− 3

4
x+

3
5
x2 + . . .) (5)

– це вiльна енергiя ДГ електронейтральної системи
заряджених твердих сфер, де κ2

D = 4π
∑
α ραq

2
α/εkBT

– квадрат оберненого радiуса Дебая, x = κDσ, ρ =
ρ+ +ρ−, ρα – густина iонiв сорту α, ξ(T ) – внутрiшня
конфiгурацiйна статистична сума (у випадку RPM
ξ(T ) = ξ = 1). На основi виразу (3) неважко зна-
йти значення для критичних параметрiв: T ∗c = 1

16 '
0, 0625, ρ∗c ' 0, 00497. Ускладнення моделi шляхом
урахування наявностi твердого кору в наближеннi
другого вiрiального коефiцiєнта (BHC2V = 2

3πσ
3) де-

що змiнює значення параметрiв критичної точки [23]:
T ∗c ' 0, 06133, ρ∗c ' 0, 004551, проте критична густина
залишається все ж значно меншою вiд результатiв,
отриманих методами комп’ютерного моделювання.

Подальший розвиток теорiї йшов шляхом ускла-
днення моделi, а саме через включення у модель
поряд iз вiльними iонами iонних пар (так званих
диполiв Б’єррума). Теорiя Дебая–Гюккеля–Б’єррума
(ДГБ) [50] приводить до такого ж результату для
критичної температури, що i теорiя ДГ, але суттє-
во покращує значення сумарної критичної густини
(ρ∗c = 0, 045238). Проте отримана в межах цiєї теорiї
крива спiвiснування має нефiзичну (бананоподiбну)
форму. Потрiбно також вiдзначити, що врахування
твердого кору на рiвнi наближення вiльного об’єму в
рамках цiєї теорiї, приводить до погiршення результа-
тiв. З iншого боку, врахування диполь-iонної взаємо-
дiї в теорiї ДГБ (ДГБ–ДI) дозволяє виправити форму
кривої спiвiснування, хоча при цьому дещо погiршую-
ться результати для критичної густини. Так, у роботi
[23] отримано T ∗c ' 0, 0574, ρ∗c ' 0, 0277 без урахува-
ння твердого кору i T ∗c ' 0, 0554, ρ∗c ' 0, 0259 з ура-
хування твердого кору в наближеннi вiльного об’єму,
що вiдповiдає об’ємоцентричнiй упаковцi.
Середньосферичне наближення i його моди-
фiкацiї. Iнша група теорiй середньопольового ти-
пу ґрунтується на середньосферичному наближеннi
(ССН), у якому для тривимiрної RPM можна отри-
мати аналiтичний розв’язок. На вiдмiну вiд теорiї ДГ,
ССН забезпечує самоузгоджений опис твердосферної
частини потенцiалу взаємодiї: коли заряди зникають,
ССН переходить у вiдоме наближення Перкуса–Євiка
(ПЄ) для твердих сфер [51]. У ССН iонний внесок у
густину вiльної енергiї Гельмгольца, що отримується
через рiвняння для внутрiшньої енергiї, має такий ви-
гляд [52]:

f MSA(T, ρ) =
[
2 + 6x+ 3x2 − 2(1 + 2x)

3
2 /12πσ3 '
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' κ3

12π
[1− 3

4
x+

3
4
x2 − . . .

]
. (6)

Тут використано такi ж позначення, як i у виразах
(4),(5). Якщо до виразу (6) додати вiльну енергiю
iдеального газу (f = f id + f MSA), то можна отри-
мати такi значення для параметрiв критичної точки:
T ∗c ' 0, 0858, ρ∗c ' 0, 0398. ССН з урахуванням твер-
дого кору в наближеннi вiльного об’єму (як для ви-
падку об’ємоцентричної ґратки) дає T ∗c ' 0, 08212,
ρ∗c ' 0, 0221. Значення критичних параметрiв у ме-
жах так званого повного ССН, яке враховує твер-
дий кор у наближеннi ПЄ, є такими: T ∗c = 0, 079,
ρ∗c = 0, 014 [24].

Простота ССН передбачає, що його можна покра-
щити, подiбно до того, як це було зроблено в теорiї
ДГ, шляхом включення у теорiю ефектiв, пов’язаних
iз асоцiацiєю. Додавання ефектiв спарювання Б’єр-
рума до ССН iз урахуванням твердого кору в набли-
женнi вiльного об’єму дає для критичних параметрiв
значення T ∗c ' 0, 08237, ρ∗c ' 0, 03307 i розумну форму
для кривої спiвiснування [24].

Ебелiнг i Грiго [53] запропонували природне i точнi-
ше визначення асоцiацiї, нiж Б’єррум. Воно ґрунтує-
ться на формулюваннi мiнiмiзацiйної умови на вiльну
енергiю по вiдношенню до iонної густини ρα, де α =
+,−. З урахуванням асоцiацiї за Ебелiнгом ССН дає
для критичних параметрiв значення T ∗c ' 0, 08368,
ρ∗c ' 0, 018 i знову ж таки розумну форму кривої спiв-
iснування.

У роботах [54, 55] для вивчення фазової поведiнки
RPM також було застосовано пiдходи, що врахову-
ють асоцiацiю. Зокрема в [55], використовуючи фор-
малiзм Вертхайма для рiвняння Орнштейна–Цернiке,
а також пiдхiд, що є комбiнацiєю “зв’язаного” ССН iз
простою iнтерполяцiйною схемою, яка ґрунтується на
термодинамiчнiй теорiї збурення Вертхайма, було об-
числено координати критичної точки та крива спiв-
iснування газ–рiдина для чотирьох рiзних констант
асоцiацiї. Отриманi результати показують, що збiль-
шення константи асоцiацiї веде до пониження крити-
чної температури i пiдвищення критичної густини, а
також кращого узгодження з результатами комп’ю-
терного моделювання.

Отже, явне врахування ефектiв асоцiацiї приводить
до деякого покращання кiлькiсних оцiнок для крити-
чних параметрiв RPM, зокрема критичної густини.
Проте слiд зауважити, що в RPM кластери утворю-
ютьcя в результатi дуже сильного кулонiвського при-
тягання мiж рiзнойменними iонами, коли вони набли-
жаються один до одного. Очевидно, що цей сильно

нелiнiйний ефект не може бути добре описаний у ме-
жах лiнiйних теорiй, таких як теорiя ДГ i ССН.

Варто також наголосити, що обидвi теорiї ДГ i
ССН є теорiями середньопольового типу i тому не мо-
жуть коректно описати критичну поведiнку, зокрема
почислити критичнi iндекси.

3.3. Критична точка газ–рiдина: теорiя
KSSHE

Зовсiм недавно у роботах [26, 56] було запропоновано
теоретико-польовий пiдхiд (теорiя KSSHE) до опису
класу примiтивних моделей (PM) iонних плинiв, що
враховують наявнiсть m сортiв заряджених твердих
сфер. Iони сорту α характеризуються своїм дiаме-
тром σα i електростатичним зарядом qα, а розчинник
описується тiльки дiелектричною сталою у потенцiа-
лах взаємодiї i, таким чином, його молекулярна стру-
ктура не враховується явно. Також припускається,
що для розчину виконується умова електронейтраль-
ностi. У випадку двокомпонентної системи позитив-
них i негативних iонiв однакового дiаметра i однако-
вого за величиною заряду PM переходить у RPM.

Потенцiал попарної взаємодiї для m-компонентної
PM можна записати як суму двох внескiв:

Uαβ(r) = vHS
αβ (r) + vC

αβ(r), (7)

потенцiалу твердих сфер vHS
αβ (r) та потенцiалу куло-

нiвської взаємодiї vC
αβ(r).

Використовуючи перетворення Стратоновича–
Габбарда, в [56] отримано точне представлення
для функцiоналу великої статистичної суми (ВСС)
моделi з потенцiалом взаємодiї (7) у виглядi

Ξ[να] = 〈ΞHS[{ν̄α + iφα}]〉vc . (8)

Тут ΞHS[{ν̄α + iφα}] – ВСС сумiшi твердих сфер у
присутностi локального хiмiчного потенцiалу ν̄α+iφα,
а 〈. . .〉vc

позначає гаусове усереднення щодо дiйсного
скалярного поля ϕ(r), спряженого до зарядової густи-
ни. У виразi (8) також використано такi позначення:
польова змiнна φα(1) є спряженою до локальної гу-
стини частинки сорту α; ν̄α = να + νsα, де να = βµα
– безрозмiрний хiмiчний потенцiал частинки сорту α,
νsα описує власну енергетичну частину для iона сорту
α, яка у випадку частинок скiнченних розмiрiв (не-
точкових) є позитивно визначеною скiнченною вели-
чиною.

Ввiвши в дiю KSSHE (ефективний гамiльтонiан)

H[ϕ] =
1
2
〈ϕ|v−1

c |ϕ〉 − ln ΞHS[{ν̄α + iφα}], (9)
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можна записати Ξ у звичному для теорiї поля виглядi

Ξ[να] = N−1
vc

∫
Dϕ exp (−H[ϕ]) , (10)

де

Nvc
≡
∫
Dϕ exp

(
−1

2
〈ϕ|v−1

c |ϕ〉
)

i використано позначення Дiрака

〈ϕ|A|ϕ〉 =
∫

dr1

∫
dr2 ϕ(r1)A(r1, r2)ϕ(r2) ≡

≡ ϕ(1)A(1, 2)ϕ(2).

Польова змiнна ϕ(1) пов’язана зi змiнною φα(1) через
спiввiдношення згортки φα(1) = β1/2qατα(1, 1′)ϕ(1′),
де передбачається iнтегрування за координатою 1′.
τα(r) задає сферично-симетричний розподiл заряду
всерединi твердої сфери iз τα(r) = 0 для r ≥ σα/2, а
v−1
c – це оператор, обернений до оператора vc(1, 2) =

1/r12.
На основi (9),(10) у роботi [56] було отримано пе-

тльове розвинення i обчислено вiльну енергiю Гельм-
гольца для однорiдної зарядово-асиметричної PM
(σ+ = σ− = σ) у наближеннi середнього поля, в одно-
петльовому (гаусовому) i у двопетльовому наближен-
нях. При цьому показано, що

βf({ρα}) = βf (0)({ρα}) + βf (1)({ρα})+

+βf (2)({ρα}) + . . . , (11)

де f (0) – це вiльна енергiя в наближеннi середнього
поля:

βf (0)({ρα}) = βfHS({ρα})−
β

2
ραq

2
αvc(0), (12)

f (1) – вiльна енергiя в однопетльовому наближеннi:

βf (1)({ρα}) = βf (0)({ρα})+
1
2

∑
k

ln
(
1 + β[ραq2α]ṽc(k)

)
,

(13)

а f (2) – вiльна енергiя у двопетльовому наближеннi:

βf (2)({ρα}) = βf (1)({ρα})−
β2

4
[ραq2α]2

∫
dr ×

× hHS,ρ(r)Δ2(r) +
β3

12
[ραq3α]2

∫
drΔ3(r). (14)

У (12)–(14) використано такi позначення: ṽc(k) =
4πτ̃2(k)/k2, hHS,ρ(r) – парна кореляцiйна функцiя
однокомпонентного плину твердих сфер при загаль-
нiй густинi ρ =

∑
α ρα i Δ(r) – пропагатор, фур’є-

образ якого має вигляд

Δ̃(k) =
ṽc(k)

1 + βραq2αṽc(k)
.

Тут також передбачається пiдсумовування за iнде-
ксами, що повторюються.

У роботi [26] було розглянуто також рiзнi схеми ре-
гуляризацiї кулонiвського потенцiалу всерединi твер-
дого кору, зокрема: а) наближення оптимiзованих ха-
отичних фаз, що збiгається з ССН. У цьому випадку
потенцiал vc(r) має вигляд [52]:

vc(r) =


B

σ

(
2− Br

σ

)
, r < σ,

1
r
, r > σ,

(15)

де

B =
x2 + x− x(1 + 2x)1/2

x2
, x = κσ; (16)

б) оптимiзоване середньопольове (ОСП) наближення,
запропоноване в [56] iз

vc(r) =


2σ − r
σ2

, r < σ,

1
r
, r > σ;

(17)

в) регуляризацiя Вiкса–Чандлера–Андерсона (ВЧА)
[57]:

vc(r) =


1
σ
, r < σ,

1
r
, r > σ.

(18)

У роботi [26] на основi виразiв для вiльної енергiї в
одно- та двопетльовому наближеннях (формули (12)–
(14)) здiйснено систематичний аналiз залежностi кри-
тичної температури i критичної густини для PM вiд
способу регуляризацiї потенцiалу взаємодiї всерединi
твердого кору. Результати для RPM представлено в
табл. 1.

Як видно з таблицi, двопетльове наближення дає
зовсiм незначне пониження критичної температури
порiвняно з однопетльовим наближенням для регуля-
ризацiй кулонiвського потенцiалу всерединi твердого
кору, що вiдповiдають ОСП i ВЧА (див. (17),(18)).
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У випадку регуляризацiї, що вiдповiдає ССН (див.
(15),(16)), критична температура у двопетльовому на-
ближеннi навiть дещо зростає порiвняно з однопе-
тльовим наближенням, що є свiдченням незастосов-
ностi цiєї регуляризацiї у двопетльовому наближеннi.
Щодо критичної густини, то її значення є вищим у
двопетльовому наближеннi, хоча залишається все ж
значно меншим вiд значень, що отриманi у комп’ю-
терному експериментi.

Також у роботi [26] у двопетльовому наближеннi
отримано критичнi параметри газ–рiдина для PM iз
зарядовою асиметрiєю. Результати для випадку регу-
ляризацiї ОСП наведено на рис. 6 i 7 i будуть обгово-
рюватися в роздiлi 5.

Пiдсумовуючи, слiд зауважити, що петльове роз-
винення для вiльної енергiї (11)–(14) може бути за-
стосоване для формулювання “покращеної” теорiї се-
реднього поля. Цi результати, вочевидь, не врахову-
ють критичних флуктуацiй i тому не можуть претен-
дувати на коректний опис критичних iндексiв. Крiм
того, поправки до середньопольової вiльної енергiї,
що отримуються в результатi петльового розвинення
(11), стають розбiжними у критичнiй точцi. Вище i
нижче критичної температури f (n) при n→∞ прямує
асимптотично до точної вiльної енергiї [58].

3.4. Перехiд до iонного кристала:
мезоскопiчна польова теорiя

У роботах [27, 59] запропоновано ще один варiант
теоретико-польового опису RPM – так звану мезоско-
пiчну польову теорiю. У нiй вводиться два типи флу-
ктуюючих полiв: η(x) = ρ∗(x)−ρ∗0 = ρ∗+(x)+ρ∗−(x)−ρ∗0
i φ(x) = ρ∗+(x)− ρ∗−(x), де поле η(x) описує вiдхилен-
ня вiд найбiльш ймовiрного значення густини загаль-
ного числа частинок, а поле φ(x) – вiдхилення вiд
найбiльш ймовiрного значення зарядової густини. Зi-
рочкою позначено безрозмiрнi величини, i одиницею
об’єму служить σ3, де σ, як i ранiше, є дiаметром
твердої сфери; φ – густина заряду в одиницях e/σ3,

Т а б л и ц я 1. Результати одно- i двопетльового
наближень для критичної температури T ∗c i критичної
густини ρ∗c обмеженої примiтивної моделi (однопетльо-
ве наближення – T ∗c,1 i ρ∗c,1, двопетльове наближення
– T ∗c,2 i ρ∗c,2) при рiзних регуляризацiях кулонiвського
потенцiалу всерединi твердого кору [26]

Тип регуляризацiї T ∗c,1 ρ∗c,1 T ∗c,2 ρ∗c,2

ОСП 0, 1150 0, 01834 0, 1133 0, 0316

ВЧА 0, 08446 0, 00880 0, 08428 0, 0137

ССН 0, 07858 0, 01449 0, 07993 0, 01722

а e – елементарний заряд. Система в цiлому є еле-
ктронейтральною. Тодi поля η(x) i φ(x) є термiчно
збудженi з густиною ймовiрностi [27, 59, 60]:

p[φ, η] = Ξ−1 exp
(
− βΔΩMF[φ, η]

)
,

де

Ξ =
∫
Dη

∫
Dφ e−βΔΩMF

– константа нормування, а ΔΩMF[φ, η] = ΩMF[φ, ρ∗]−
ΩMF[0, ρ∗0]. Припускається, що великий термодинамi-
чний потенцiал ΩMF[φ, ρ∗] має мiнiмум для φ = 0 i
ρ∗ = ρ∗0. Залежнiсть ΩMF[φ, ρ∗] апроксимується в те-
орiї за допомогою виразу [27, 59, 60]:

ΩMF[φ, ρ∗] = Fh[φ, ρ∗] + U [φ]− µ
∫

dx ρ(x),

де µ – хiмiчний потенцiал iона (µ+ = µ− = µ),

Fh[φ, ρ∗] =
∫

dx fh(φ(x), ρ∗(x))

– вiльна енергiя Гельмгольца для системи твердих
сфер, що вибирається у наближеннi локальної густи-
ни: fh(φ(x), ρ∗(x)) = fh(φ, ρ∗). Електростатичну енер-
гiю U [φ] представлено у виглядi

βU [φ] =
β∗

2

∫
dk φ̃(k)Ṽ (k)φ̃(−k),

де Ṽ (k) – фур’є-образ кулонiвського потенцiалу vc(x).
У випадку малих полiв η(x) i φ(x) функцiонал
ΔΩMF[φ, η] можна записати у виглядi

ΔΩMF[φ, η] = Ω2[φ, η] + Ωint[φ, η], (19)

де гаусова частина великого термодинамiчного потен-
цiалу Ω2[φ, η] має таку форму:

βΩ2[φ, η] =
1
2

∫
dk φ̃(k)C̃0

φφ(k)φ̃(−k)+

+
1
2

∫
dk η̃(k)C̃0

ηη(k)η̃(−k). (20)

Тут C̃0
φφ(k) = (ρ∗0)

−1 + β∗Ṽ (k) i C̃0
ηη(k) = (ρ∗0)

−1 −
ch(ρ∗0) – це, вiдповiдно, прямi кореляцiйнi функцiї
заряд–заряд i густина–густина в наближеннi сере-
днього поля. Слiд вiдзначити, що квадратична фор-
ма в (20) є симетричною у змiнних η(x) i φ(x) тiльки
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у випадку зарядово-симетричної примiтивної моделi,
якою,зокрема, є RPM.

Частина термодинамiчного потенцiалу Ωint запису-
ється у виглядi ряду

Ωint[φ, η] =
∑

2m+n>2

∫
dr1 . . .

∫
dr2m

∫
dx1 . . .×

×
∫

dxn
γ2m,n

(2m)!n!
φ(r1) . . . φ(r2m)η(x1) . . . η(xn), (21)

де γ2m,n позначає вiдповiдну похiдну вiд вiльної енер-
гiї системи твердих сфер fh (див. [59]):

γ2m,n = β
∂2m+nfh
∂φ2m∂ρ∗n

∣∣∣∣
φ=0,ρ∗=ρ0

. (22)

Використовуючи функцiональне представлення (19)–
(22), було дослiджено, зокрема, фазову i критичну
поведiнку ґраткових версiй RPM (LRPM) залежно
вiд параметра дискретизацiї, спiввiдношення мiж еле-
ктростатичними взаємодiями i короткодiйним притя-
ганням [27,59–65]. Крiм того, в наближеннi середньо-
го поля проаналiзовано кореляцiйнi функцiї заряд–
заряд i густина–густина для iонної моделi з коро-
ткодiйними взаємодiями [59, 66]. Нещодавно в межах
цього ж пiдходу почалися дослiдження фазової пове-
дiнки сильно асиметричних iонних систем [67]. Окре-
мої уваги заслуговують результати, присвяченi дослi-
дженню переходу до iонного кристала в RPM. На цих
результатах зупинимось бiльш детально.

Повна фазова дiаграма RPM, що поряд iз фазо-
вим розшаруванням в однорiднi розведену i густу фа-
зи з вiдповiдною критичною точкою типу газ–рiдина
включає також фазовий перехiд плин–тверде тiло, бу-
ла вперше теоретично передбачена в [18, 68]. Згодом
фазова рiвновага рiдина–тверде тiло у найпростiшiй
моделi електролiту вивчалася методом функцiоналу
густини в [69], де було показано, що при низьких
температурах найбiльш енергетично вигiдним є фор-
мування структури типу кристала CsCl, а при висо-
ких температурах стiйкою стає гранецентрична стру-
ктура з хаотично розмiщеними катiонами та анiона-
ми. Така фазова поведiнка була пiдтверджена пiзнiше
в комп’ютерному експериментi [31–33] (див. рис. 3).
Слiд вiдзначити, що на вiдмiну вiд кристалiв iз щiль-
ною упаковкою густина переходу рiдина–iонний кри-
стал демонструє значну залежнiсть вiд температу-
ри.

Додатково до фазових переходiв, що спостерiгали-
ся у комп’ютерному експериментi, в межах рiзних

теоретичних пiдходiв було виявлено також лiнiю не-
перервних фазових переходiв (λ-лiнiю) [24, 27, 29, 30,
68, 70]. Виняток становить ССН (чи його аналоги),
що не передбачає iснування λ-лiнiї [24]. Вздовж λ-
лiнiї кореляцiйна довжина заряд–заряд розбiгається.
У деяких теорiях, що описують ґратковi версiї RPM,
λ-лiнiя вiдокремлена вiд фазового переходу першо-
го роду трикритичною точкою [27, 59, 71, 72]. Однак
в [68] ця лiнiя трактувалася як нефiзична. Зауважи-
мо, що положення λ-лiнiї на фазовiй дiаграмi є вкрай
чутливим до способу регуляризацiї кулонiвського по-
тенцiалу всерединi твердого кору, що може вказувати
на тiсний зв’язок факту появи λ-лiнiї iз наближення-
ми, якi використовувалися в рiзних теорiях [30, 56].
З iншого боку, в [70] зроблено припущення, що роз-
бiжна кореляцiйна довжина може вказувати також
на можливiсть кристалiзацiї, проте не було запропо-
новано кiлькiсних аргументiв, якi б пiдтвердили цi
припущення. Тому питання про роль λ-лiнiї у набли-
жених середньопольових теорiях, як i сам факт її
iснування у RPM, залишалися донедавна вiдкрити-
ми.

З iншого боку, слiд вiдзначити, що поблизу λ-лiнiї,
де C̃0

φφ(k = k∗) ≈ 0, у функцiоналi (19)–(22) ста-
ють важливими доданки, що описують флуктуацiї
вищих порядкiв, нiж гаусовий. У результатi кореля-
цiйна функцiя заряд–заряд, отримана з урахуванням
цих доданкiв, може значно вiдрiзнятися вiд резуль-
татiв, знайдених у гаусовому наближеннi, а λ-лiнiя
зазнати значного зсуву. Крiм того, згiдно з теорi-
єю Ландау–Бразовського [73], якщо на лiнiї спiно-
далi фур’є-образ кореляцiйної функцiї заряд–заряд
G̃(k) = C̃−1

φφ (k) → ∞, то перехiд стає флуктуацiйно-
iндукованим фазовим переходом першого роду, хоча
наближення середнього поля передбачає неперервний
фазовий перехiд.

У роботах [74, 75], використовуючи теоретико-
польовий формалiзм, вивчали вплив флуктуацiй за-
рядової густини на фазову поведiнку RPM. Внески
вiд флуктуацiй враховували в межах узагальненої те-
орiї Бразовського [73], яка виявилася успiшною пiд
час опису фазового переходу та структури в м’якiй
речовинi [76, 77]. Важливою спiльною рисою м’яких
та iонних кристалiв є те, що впорядкування у цих си-
стемах не є результатом щiльного пакування части-
нок, а спричиняється в основному ефектами взаємо-
дiї.

Для того щоб дослiдити вплив флуктуацiй на фа-
зовий перехiд у зарядо-впорядковану фазу, в [74] роз-
глядався функцiонал ВСС, що має вигляд (19)–(22).
Перехiд до зарядо-впорядкованої фази пов’язаний iз
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Рис. 4. Температура при фазовому переходi першого роду в
теорiї φ6 як функцiя середньої густини ρ∗ у рiзних наближен-
нях (модель RPM). Суцiльна лiнiя вiдповiдає наближенню се-
реднього поля, пунктирна i товста лiнiї отриманi, вiдповiдно,
з врахуванням першої i другої флуктуацiйних поправок [74]

флуктуацiями зарядової густини, що описуються по-
лями φ(r). Тодi ефективний гамiльтонiан у наближен-
нi моделi φ6(r) можна подати у виглядi

βHeff [φ] =
1
2

∫
dr
∫

dr′ φ(r)C0
φφ(r− r′)φ(r′)+

+
A4

4!

∫
dr φ4(r) +

A6

6!

∫
dr φ6(r). (23)

У [74] отримано явний вигляд коефiцiєнтiв A4 i A6

у випадку, коли система твердих сфер описується у
наближеннi Карнагана–Старлiнга [51]. Застосовуючи
теоретико-польовий аналiз, запропонований Бразов-
ським [73], i самоузгоджене однопетльове наближен-
ня Гартрi [78], узагальнене в [65] на випадок моде-
лi “φ6”, у роботi [74] отримано явний вираз для ве-
ликого термодинамiчного потенцiалу, що є функцiєю
температури i густини, а також функцiоналом профi-
лю зарядової густини у впорядкованiй фазi φ̄(r). Для
фiксованих значень густини i температури значення
великого термодинамiчного потенцiалу у впорядко-
ванiй фазi визначалося з умови мiнiмуму щодо φ̄(r).
Такий пiдхiд дозволив розрахувати великий термо-
динамiчний потенцiал невпорядкованої та впорядко-
ваної фаз i розрахувати температуру фазового пере-
ходу першого роду з умови рiвностi термодинамiчних
потенцiалiв обох фаз.

Використовуючи описане вище наближення, бу-
ло показано [74], що врахування флуктуацiй приво-

дить до того, що λ-лiнiя неперервних фазових пе-
реходiв зникає, а натомiсть виникає флуктуацiйно-
iндукований фазовий перехiд першого роду до за-
рядовпорядкованої фази. На рис. 4 показано зале-
жнiсть температури фазового переходу першого ро-
ду мiж рiдиною i зарядо-впорядкованою фазою вiд
середньої густини, що отримана в наближеннi моделi
φ6. Кiлькiснi параметри отриманих кривих залежать
вiд використаних при розрахунку наближень, проте
спостерiгається чiтка тенденцiя до змiщення кривої в
область бiльших густин, що цiлком корелює iз дани-
ми комп’ютерного моделювання для RPM [32]. Крiм
того, подiбно до [32], у вищих наближеннях теорети-
чнi результати демонструють аномальний характер
залежностi густини кристала при спiвiснуваннi фаз
вiд температури, що проявляється у наявностi обла-
стi зростання густини зi зменшенням температури в
областi низьких температур. Це свiдчить про те, що
в RPM пiд час плавлення при низьких температу-
рах вiдбуваються значнi змiни об’єму. Для вищих зна-
чень температури спостерiгається звична поведiнка,
коли густина спiвiснування для кристала iз структу-
рою типу CsCl зростає зi зростанням температури, що
також пiдтверджується результатами комп’ютерного
експерименту [32].

3.5. Метод колективних змiнних: зв’язок з
iншими теорiями

Iдеї методу колективних змiнних (КЗ) були сформу-
льованi у 50-х рр. минулого столiття [79–81], а по-
тiм метод здобув свiй подальший розвиток у роботах
I.Р. Юхновського зi спiвавторами, зокрема при ви-
вченнi фазового переходу 2-го роду [82, 83]. В осно-
вi методу КЗ лежать концепцiя колективних коорди-
нат, що властивi фiзичнiй системi, яка розглядається,
та iнтегральна тотожнiсть, що дозволяє отримати то-
чне функцiональне представлення для конфiгурацiй-
ної частини множника Больцмана [84, 85]. Метод КЗ
у своєму застосуваннi до неперервних систем викори-
стовує також iдею системи вiдлiку (СВ), яка є фун-
даментальною в теорiї рiдин.

У роботi [28], використовуючи iдеї методу КЗ,
сформульовано теорiю для загального випадку ба-
гатокомпонентного iонного плину. Тут обмежимося
розглядом часткового випадку асиметричної за заря-
дами та розмiрами двокомпонентної системи, до скла-
ду якої входить N1 частинок сорту 1 i N2 частинок
сорту 2. Iони сорту α = 1 характеризуються дiаме-
тром твердої сфери σ1 i електростатичним зарядом
q1 = +q0, а частинки сорту α = 2 – дiаметром σ2 i ма-
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ють протилежний заряд q2 = −zq0, де z – множник,
що характеризує асиметрiю в зарядах. Випадок z = 1
при σ1 = σ2 вiдповiдає RPM. Припускається, що мiж-
частинковий потенцiал попарної взаємодiї має вигляд

Uαβ(r) = φHS
αβ(r) + φC

αβ(r) + φSR
αβ(r), (24)

де φHS
αβ(r) – потенцiал взаємодiї мiж двома адитивни-

ми твердими сферами з дiаметрами σα i σβ , який мо-
же розглядатися в межах формалiзму системи вiдлi-
ку (СВ); φC

αβ(r) – потенцiал Кулона: φC
αβ(r) = qαqβ/εr,

а φSR
αβ(r) – потенцiал короткодiйної взаємодiї. Систе-

ма мiстить як негативнi, так i позитивнi iони, однак
при цьому виконується умова електронейтральностi∑m
α=1 qαcα = 0, де cα – концентрацiя iонiв сорту

α. Далi будемо розглядати випадок, коли дiаметри
твердих сфер мало вiдрiзняються мiж собою. То-
дi потенцiал короткодiйної взаємодiї φSR

αβ(r) можна
представити у виглядi суми двох доданкiв: φSR

αβ(r) =
φRαβ(r)+φ

A
αβ(r), де φRαβ(r) враховує асиметричне м’яке

вiдштовхування. Для φRαβ(r) припускається iснування
фур’є-образу. Потенцiал φAαβ(r) описує короткодiйне
притягання ван-дер-ваальсiвського типу.

Для цiєї моделi в [86] отримано точний вираз для
функцiонального представлення ВСС у формi

Ξ[να] =
∫
DρDQDωDγ exp (−H[να, ρ,Q, ω, γ]) , (25)

де для дiї (ефективного гамiльтонiана)
H[να; ρ,Q, ω, γ] маємо

H[να; ρ,Q, ω, γ] =
1
2

∑
k

[
Φ̃NN (k)ρkρ−k + Φ̃QQ(k)×

×QkQ−k + 2Φ̃NQ(k)ρkQ−k

]
− i
∑
k

(ωkρk + γkQk)−

− ln ΞHS[ν̄α − iω − iqαγ],

а КЗ ρk i Qk описують, вiдповiдно, флуктуацiї густи-
ни загального числа частинок i густини заряду. Змiн-
нi ωk i γk є спряженими до КЗ ρk i Qk вiдповiдно.
Коефiцiєнти Φ̃AB(k) (A,B = N,Q) мають вигляд

Φ̃NN (k) =
1

(1 + z)2

[
z2Φ̃SR

11 (k) + 2zΦ̃SR
12 (k) + Φ̃SR

22 (k)
]
,

Φ̃QQ(k) =
1

(1 + z)2

[
Φ̃SR

11 (k)− 2Φ̃SR
12 (k) + Φ̃SR

22 (k)
]
+

+Φ̃C(k),

Φ̃NQ(k) =
1

(1 + z)2

[
zΦ̃SR

11 (k) + (1− z)Φ̃SR
12 (k)−

−Φ̃SR
22 (k)

]
, (26)

де Φ̃X...αβ (k) = β
V φ̃

X...
αβ (k), φ̃X...αβ (k) – фур’є-образи вiд-

повiдних потенцiалiв взаємодiї.
ΞHS[ν̄α − iω − iqαγ] – це ВСС двокомпонентної си-

стеми твердих сфер iз ренормалiзованими хiмiчними
потенцiалами

ν̄α = να +
1
2

∑
k

Φ̃SR
αα(k) +

q2α
2

∑
k

Φ̃C(k)

у присутностi локального поля

ψα(ri) = −iω(ri)− iqαγ(ri).

Саме двокомпонентна система твердих сфер формує
так звану систему вiдлiку (СВ).

Записуючи КЗ як у [86]:

ρk = ρ̄δk + δρk, Qk = Q̄δk + δQk,

ωk = ω̄δk + δωk, γk = γ̄δk + δγk,

де величини з рискою позначають середньопольовi
значення вiдповiдних КЗ, ln ΞHS[ν̄α − iω − iqαγ] мо-
жна представити у виглядi кумулянтного розкладу:

ln ΞHS[. . .] =
∑
n≥0

(−i)n

n!

∑
in≥0

∑
k1,...,kn

×

×M(in)
n (k1, . . . , kn)δγk1 . . . δγkin

×

×δωkin+1
. . . δωkn

δk1+...+kn
. (27)

У (27) n-й кумулянт M
(in)
n (k1, . . . , kn) є лiнiйною ком-

бiнацiєю фур’є-образiв парцiальних n-частинкових
зв’язаних кореляцiйних функцiй, а δk1+...+kn – сим-
вол Кронекера.

Пiсля пiдстановки (27) у (25) отримуємо явний ви-
раз для функцiоналу ВСС у формi

Ξ = ΞMF

∫
DδρDδQDδωDδγ exp

{
− 1

2!
×
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×
∑
k

[
Φ̃NN (k)δρkδρ−k + 2Φ̃NQ(k)δρkδQ−k+

+Φ̃QQ(k)δQkδQ−k − i(δωkδρk + δγkδQk)
]
+

+
∑
n≥2

∑
in≥0

H(in)
n (δω, δγ)

}
, (28)

з використанням якого можна розвивати теорiю збу-
рень, наприклад, у виглядi петльових розвинень.

Слiд вiдзначити, що обчислення кореляцiйних фун-
кцiй СВ є окремою задачею. У випадку системи твер-
дих сфер однакового дiаметра, що характеризуються
локальним хiмiчним потенцiалом вигляду ν̄α − iω̄ −
iqαγ̄ для кумулянтiв отримуємо такi рекурентнi фор-
мули [28]:

M(0)
n (k1, . . .) = G̃n(k1, . . .), (29)

M(1)
n (k1, . . .) = 0, (30)

M(2)
n (k1, . . .) = q2αcαG̃n−1(k1, . . .), (31)

M(3)
n (k1, . . .) = q3αcαG̃n−2(k1, . . .), (32)

M(4)
n (k1, . . .) = 3

[
q2αcα

]2
G̃n−2(k1, . . .)+

+
(
q4αcα − 3

[
q2αcα

]2)
G̃n−3(k1, . . .), (33)

де G̃n(k1, . . . , kn) – фур’є-зображення n-частинкової
зв’язаної кореляцiйної функцiї (так званого n-
частинкового структурного фактора) однокомпонен-
тної системи твердих сфер. У (29)–(33) передбачає-
ться пiдсумовування за iндексами, що повторюються.

Як видно з (29)–(33), зарядова асиметрiя проявля-
ється, починаючи з кумулянта M

(3)
3 . Очевидно, що у

випадку зарядово-симетричної моделi (z = 1) вира-
зи (29)–(33) значно спрощуються, так для прикладу,
M

(3)
n ≡ 0.
Встановимо тепер зв’язок теорiї, що використовує

iдеї методу КЗ, з iншими теорiями, якi застосовува-
лися для дослiдження систем iз далекодiйними взає-
модiями. Для цього розглянемо PM iз зарядовою аси-
метрiєю, якiй вiдповiдає такий частковий випадок у
функцiональному iнтегралi (25):

Φ̃NN (k) = 0, Φ̃NQ(k) = 0, Φ̃QQ(k) = Φ̃C(k). (34)

Обмежуючись у (28) тiльки гаусовими внесками (n ≤
2), отримуємо вiдомий вираз для вiльної енергiї в
наближеннi хаотичних фаз (або, iншими словами, в
однопетльовому наближеннi):

βfRPA = βfMF +
1

2V

∑
k

ln(1 + κ2
Dφ

C(k)), (35)

де fMF – вiльна енергiя в наближеннi середнього по-
ля i κ2

D = 4πρβq20z. У випадку точкових зарядiв з
(35) отримуємо граничний закон ДГ. З iншого бо-
ку, використання в (35) оптимiзованої регуляризацiї
для потенцiалу Кулона всерединi твердого кору (див.
(15),(16)) приводить до вiльної енергiї у ССН.

Розглянемо тепер точне представлення для ВСС
(25) за умови (34), коли дiя в (25) не включає прямої
взаємодiї мiж модами загальної густини. Тодi iнте-
грування за δρk та δωk стає тривiальним i приводить
пiсля iнтегрування за КЗ δQk до виразу для дiї (9),
що був отриманий у межах теорiї KSSHE.

У випадку двокомпонентної моделi iонного плину,
для якої потенцiал попарної взаємодiї задається рiв-
нянням (24) при умовi φSR

11 (r) = φSR
22 (r) = φSR

12 (r) =
φSR(r) i q1 = |q2| (z = 1) з (26), отримуємо

Φ̃NN (k) = Φ̃SR(k), Φ̃NQ(k) = 0,

Φ̃QQ(k) = Φ̃C(k). (36)

Зауважимо, що це найпростiша модель iонного плину
або RPM, доповнена короткодiйною взаємодiєю.

У [87] показано, що використання ряду наближень
у точному функцiональному представленнi (25) для
моделi (36), приводить до формулювання мезоскопi-
чної польової теорiї, яка була запропонована Цях i
Стеллом. У частковому випадку RPM (φSR(r) = 0)
отримуємо результати, що збiгаються iз виразами
(19)–(22).

Отже, використовуючи метод КЗ iз видiленою СВ,
отримано точне функцiональне представлення для
великої статистичної суми асиметричної двокомпо-
нентної сумiшi з короткодiйними i далекодiйними (ку-
лонiвськими) взаємодiями. Продемонстровано зв’я-
зок запропонованої теорiї з iншими теорiями, зокре-
ма iз загальновiдомими теорiями ДГ i ССН, а також
теорiями, що використовують функцiональнi мето-
ди i були запропонованi порiвняно недавно – теорiєю
KSSHE i мезоскопiчною теорiєю Цях i Стелла. Заува-
жимо, що останнi також мають низку обмежень, якi
легко подолати у методi колективних змiнних.
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4. Критична поведiнка “кулонiвських” систем

Принцип унiверсальностi критичної точки ґрунтує-
ться на далекодiйнiй природi флуктуацiй параметра
порядку в околi фазового переходу другого роду. По-
близу критичної точки кореляцiйна довжина крити-
чних флуктуацiй стає настiльки великою, що мiкро-
скопiчнi деталi короткодiйних мiжчастинкових вза-
ємодiй перестають бути суттєвими. Вважається, що
всi тривимiрнi системи, якi характеризуються ска-
лярним параметром порядку та короткодiйним по-
тенцiалом взаємодiї U(r) належать до класу унiвер-
сальностi тривимiрної моделi Iзинга. Було показано
[21, 24], що якщо представити залежнiсть мiжчастин-
кового потенцiалу взаємодiї вiд вiдстанi r у виглядi
U(r) ∼ r−p, то для потенцiалiв з p > 4, 97 потрiбно
очiкувати iзингiвську критичну поведiнку, а для по-
тенцiалiв з p < 4, 5 – поведiнку типу середнього по-
ля. Для переважної бiльшостi плинiв та їх сумiшей
типовою є короткодiйна мiжчастинкова взаємодiя з
показником p = 6; їхня критична поведiнка нале-
жить до iзингiвського класу унiверсальностi. Оскiль-
ки кулонiвськi потенцiали з p = 1 належать до кла-
су суттєво далекодiйних, то можна було б припусти-
ти, що iоннi плини, в яких домiнуючу роль вiдiграє
електростатична взаємодiя (так званi “кулонiвськi”
системи), мають демонструвати класичну критичну
поведiнку. Проте, з iншого боку, вiдомо, що в таких
системах ефективний потенцiал середньої сили, зав-
дяки екрануванню, стає короткодiйним. Отже, кри-
тична поведiнка “кулонiвських” систем не є a priori
вiдомою.

Проблема критичної поведiнки iонних плинiв iз до-
мiнуючою кулонiвською взаємодiєю iнтенсивно ви-
вчалася як експериментально, так i теоретично. У
цьому роздiлi представлено стислий огляд iсторiї до-
слiджень критичної поведiнки “кулонiвських” систем,
що проводилися за допомогою методiв аналiтичної
теорiї i комп’ютерного експерименту. Основну увагу
придiлено теоретичним результатам, якi дозволяють
пояснити експериментальнi спостереження.

4.1. Критична поведiнка RPM:
комп’ютерний експеримент

Сучаснi дослiдження параметрiв критичної точки
газ–рiдина за допомогою методiв комп’ютерного мо-
делювання здiйснюються, як правило, з використан-
ням методу скiнченно-мiрного скейлiнгу, доповнено-
го iдеєю змiшування полiв [88, 89]. Цей пiдхiд, який
ще називається пiдходом Брюса–Вiлдiнга, неявно ви-

користовує припущення, що модель, яка розглядає-
ться, належить до класу унiверсальностi тривимiрної
моделi Iзинга. Природно, що вiн в основному викори-
стовувався i при дослiдженнi критичної точки в RPM
впродовж останнiх десяти рокiв [38, 40, 41, 44, 48]. У
той же час, у роботi [42] було запропоновано аналiз
скiнченно-мiрного скейлiнгу без використання при-
пущення про iзингiвський характер критичної пове-
дiнки, так званий “неупереджений” скiнченно-мiрний
скейлiнг. Тут отримано такi оцiнки для коефiцiєнта
унiверсального моменту Бiндера Q∗ ' 0, 63 ± 0, 01
i критичного показника кореляцiйної довжини ν '
0, 66± 0, 03 для плину твердих сфер, що взаємодiють
iз потенцiалом типу прямокутної ями. Цi значення
добре узгоджуються iз вiдповiдними величинами, що
вiдомi для тривимiрної моделi Iзинга (Q∗ ' 0, 623,
ν ' 0, 63). У роботi [47] методом МК у великому ка-
нонiчному ансамблi дослiджено ґраткову версiю RPM
(LRPM) з використанням екстраполяцiйного методу
“неупередженого” скiнченно-мiрного скейлiнгу. Авто-
ри показали, що LRPM з параметром дискретизацiї
ζ = 5 (ζ = σ/a0, де a0 – стала ґратки) демонструє кри-
тичну точку газ–рiдина при T ∗c = 0, 05069 ± 0, 00002,
ρ∗c = 0, 079±0, 0025. Розрахованi в цiй роботi ефектив-
на сприйнятливiсть i кореляцiйнi показники, а також
iншi унiверсальнi характеристики однозначно вказу-
ють на критичну поведiнку, що належить до класу
унiверсальностi тривимiрної моделi Iзинга.

У роботi [48] обчислено iзохорну питому теплоєм-
нiсть CV , але отриманi результати вiдрiзнялись вiд
тих, якi можна було б очiкувати для систем з iзин-
гiвською критичною поведiнкою. Нагадаємо, що при
наближеннi до критичної точки iзингiвського типу,
CV має розбiгатися як | T − Tc |−α iз α ' 0, 11. У
комп’ютерному експериментi, де розмiр системи зав-
жди залишається скiнченним, теплоємнiсть CV має,
звичайно, максимум, який зсувається, зростає за ви-
сотою i вужчає зi зростанням розмiру системи. У до-
слiдженнях [48] виявлено лише зсув i слабке звужен-
ня пiка.

У роботi [43] для LRPM, використовуючи флукту-
ацiйну формулу i метод МК у великому канонiчно-
му ансамблi з ζ = 5, обчислено теплоємнiсть CV .
Отриманi результати вказують на критичну поведiн-
ку iзингiвського типу. Фактично вздовж критичної
iзохори (точнiше в її близькому околi, ρ∗ = 0, 068) CV
демонструє N -залежнi максимуми вiдразу нижче Tc.
Цi спостереження значно вiдрiзняються вiд результа-
тiв, отриманих ранiше методом МК в канонiчному ан-
самблi [90, 91], а також результатiв, опублiкованих у
[48]. У роботi [91] також розраховували теплоємнiсть
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CV , використовуючи паде-апроксиманту для вiльної
енергiї, але вздовж критичної iзохори жодного пiка
не було виявлено.

Для того щоб внести яснiсть у цi суперечливi ре-
зультати, Дауб, Кемп i Пейтi здiйснили детальний
аналiз питомої теплоємностi при сталому об’ємi для
найпростiших моделей електролiту: неперервної RPM
i ґраткової LRPM, застосовуючи метод МК як для
канонiчного (NVT-MC), так i великого канонiчно-
го (GCMC) ансамблiв [92]. У результатi цього дуже
скрупульозного дослiдження зроблено такi висновки:
системи RPM i LRPM мають iдентичну поведiнку в
межах одного ансамблю; обчислення CV для малих
систем, як у межах GCMC так i NVT-MC, не можуть
бути надiйною базою для твердого висновку стосовно
критичної поведiнки.

Результати, отриманi Кiмом i Фiшером [93] в межах
методу МК iз “неупередженим” скiнченно-мiрним
скейлiнгом у великому канонiчному ансамблi на ґра-
тках з рiзним ступенем дискретизацiї ζ = 5–20 за-
свiдчують, що критична поведiнка RPM належить до
класу унiверсальностi 3D моделi Iзинга. Тут також
було розраховано параметри критичної точки i отри-
мано: T ∗c ' 0, 04933, ρ∗c ' 0, 075.

Отже, незважаючи на низку суперечливих резуль-
татiв, що були отриманi за допомогою методiв ком-
п’ютерного моделювання впродовж майже десяти ро-
кiв, найновiшi результати в цiй областi переконливо
вказують на належнiсть критичної поведiнки RPM до
iзингiвського класу унiверсальностi.

4.2. Теоретичнi дослiдження критичної
поведiнки RPM

Температура Гiнзбурга. Аналiз експерименталь-
них результатiв, що стосуються критичної поведiнки
iонних плинiв, наводить на думку, що асимптотична
критична область у “кулонiвських” системах може бу-
ти набагато вужчою, нiж у “сольвофобних” системах,
для яких приблизна оцiнка критичної областi стано-
вить τ . 10−2. Гiпотезу малостi асимптотичної кри-
тичної областi “кулонiвських” систем можна перевi-
рити шляхом оцiнки температури Гiнзбурга tG для
примiтивних моделей iонних плинiв. Цей критерiй вi-
домий у лiтературi як критерiй Леванюка–Гiнзбурга
[94, 95], або просто як критерiй Гiнзбурга. Вiдповiдно
до критерiю Гiнзбурга слiд розрiзняти два граничних
типи критичної поведiнки плинiв: iзингiвську пове-
дiнку для τ � tG, де критичнi флуктуацiї вiдiгра-
ють вирiшальну роль; середньопольову поведiнку для
τ � tG, де ефекти критичних флуктуацiй стають не-

важливими, а також область кросовера, коли τ i tG є
величинами однакового порядку. Слiд зауважити, що
для неiонних плинiв критерiй Гiнзбурга дає розумну
оцiнку для областi температур, у якiй має мiсце кро-
совер.

Для того щоб визначити температуру Гiнзбурга,
потрiбно оцiнити коефiцiєнт [96]:

ELG =
|
∫
V

ddr G(r)|∫
V

ddr [m(r)]2
,

де V = [ξ(T )]d – кореляцiйний об’єм, а G(r) – парна
зв’язана кореляцiйна функцiя густина–густина. Тео-
рiя Ландау застосовна, якщо ELG є малим. З умови
ELG � 1 можна отримати оцiнку для температури
Гiнзбурга в термiнах коефiцiєнтiв розкладу Ландау,
а саме [97, 98]:

tG '
9u2

4

8π2c2

(
σ

b2

)6

, (37)

де c2 i u4 – вiдповiдно, коефiцiєнти бiля другого i че-
твертого степеня; а b22 – коефiцiєнт бiля квадрата гра-
дiєнта; σ – дiаметр твердої сфери.

Температура Гiнзбурга (37) визначає нижню межу
температурної областi, у якiй (на критичнiй iзохорi) є
застосовною теорiя Ландау. Числовий множник у (37)
є, до певної мiри, довiльним, i в лiтературi використо-
вували рiзнi його числовi значення (див. [99, 100]).

Спроби обчислити температуру Гiнзбурга tG для
обмеженої примiтивної моделi (RPM) було зроблено у
роботах [97,98,100,101]. У [97] критерiй Гiнзбурга до-
слiджено, використовуючи узагальнене середньосфе-
ричне наближення (УССН). Коефiцiєнт бiля квадра-
та градiєнта було обчислено з формули

b22 =
ρ

6

∫
drr2c(r),

де c(r) = (c++(r) + c+−(r))/2 – пряма кореляцiйна
функцiя густина–густина у критичнiй точцi. При цьо-
му для температури Гiнзбурга отримано значення,
що є типовими для звичайного плину. Зокрема ав-
тори провели порiвняння з результатами розрахункiв
для моделi твердих сфер, що взаємодiють через по-
тенцiал прямокутної ями (модель ТСПЯ) з λ = 1, 5,
де λ – ширина ями.

Аналогiчнi дослiдження проводили також Фiшер i
Лi [98]. При цьому RPM розглядали в межах узагаль-
неної теорiї ДГ [23], а для обчислення величини b2
автори розвинули теорiю ДГ на випадок просторово-
неоднорiдної системи. Iз застосуванням стандартної
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теорiї ДГ (без урахування iонного спарення, див. (3))
було отримано [98] такi значення для коефiцiєнтiв
ефективного гамiльтонiана:

c2 = 1/64π, u4 = 1/3072π,

b22/a
2 =

(
1 +

20
3

ln 2− 6 ln
7
3

)
/64π.

Також були розрахованi коефiцiєнти розкладу Лан-
дау для RPM з урахуванням iонного спарювання в
межах теорiї ДГБ та взаємодiї диполь-iон (ДГБ+ДI).
У результатi виявилось, що температура Гiнзбурга
лежить в iнтервалi вiд 100,3 до 101,4 i є значно бiль-
шою, нiж для звичайного плину, що моделювався си-
стемою ТСПЯ. Результати цих дослiджень наведено
у табл. 2.

На вiдмiну вiд цих результатiв, Шроер i Вейс [100]
в межах пiдходу, який ґрунтується на теорiї Ван-дер-
Ваальса для визначення поверхневого натягу, зна-
йшли температуру Гiнзбурга для RPM, що є за ве-
личиною на два порядки меншою за температуру
Гiнзбурга, яка типова для звичайного плину. З iн-
шого боку, застосування розширеної теорiї Ван-дер-
Ваальса, основною вiдмiннiстю якої є включення до
розгляду залежностi парної функцiї розподiлу вiд гу-
стини [101], привело до результатiв для температури
Гiнзбурга, що узгоджуються iз результатами Фiшера
i Лi.

В усiх описаних вище теорiях, на вiдмiну вiд ви-
падкiв неiонних i неполярних плинiв, результати є
дуже чутливими до наближень, що використовую-
ться при розрахунках коефiцiєнта b2. Це пов’язано
з тим, що у випадку неiонних систем доданок φ(r) =
φ++(r)+φ−−(r)+2φ+−(r) є домiнуючим, а в PM iон-
них систем вiн зникає [17].

Пiдсумовуючи, можна стверджувати, що в межах
вищезгаданих теорiй не вдалося пояснити кросоверну
поведiнку iонних плинiв, яка спостерiгається на екс-
периментi. Пояснення цьому факту можна шукати як

Т а б л и ц я 2. Температура Гiнзбурга tG i крити-
чнi параметри для моделi ТСПЯ (в наближеннi хаоти-
чних фаз) i для RPM у наближеннях УССН, ДГ, ДГБ,
ДГБ+ДI (пояснення абревiатур подано у текстi)

Теорiя T ∗c ρ∗c tG

ТСПЯ 1, 2667 0, 2457 1, 57

УССН 0, 07858 0, 01448 1, 08

ДГ 0, 0625 0, 004974 12, 90

ДГБ 0, 0625 0, 0451 12, 9

ДГБ+ДI 0, 0574 0, 0277 5, 3

у не цiлком виправданих наближеннях, що викори-
стовувались у цих теорiях, так i, очевидно, у спро-
щеннi самої моделi, що вивчалася.

4.3. Ефективний гамiльтонiан RPM в околi
критичної точки газ–рiдина

Згiдно з гiпотезою унiверсальностi рiзнi системи, що
описуються поблизу критичної точки ефективним га-
мiльтонiаном однакової симетрiї, демонструють одна-
кову критичну поведiнку. Тому знання структури
ефективного гамiльтонiана – важливий момент для
розумiння критичної поведiнки системи. Бiльше того,
iснує чiтка кореляцiя мiж структурою ефективного
гамiльтонiана i вiдповiдним класом унiверсальностi.

В [102] у рамках теорiї, що використовує метод
КЗ, вперше строго отримано ефективний гамiльто-
нiан Гiнзбурга–Ландау–Вiльсона (HGLW) для RPM,
записаний у просторi КЗ ρk, що пов’язанi з параме-
тром порядку. Показано, що

HGLW = a1ρ0 −
1

2!〈N〉
∑
k

a2(k)ρkρ−k+

+
1

3!〈N〉2
∑

k1,k2,k3

a3(. . .)ρk1ρk2ρk3δk1+k2+k3+

+
1

4!〈N〉3
∑

k1,...,k4

a4(. . .)ρk1ρk2ρk3ρk4δk1+...+k4 . (38)

Усi коефiцiєнти гамiльтонiана (38) складаються з
двох частин: внеску, який залежить виключно вiд ха-
рактеристик СВ через n-частинковi структурнi фа-
ктори СВ у довгохвильовiй границi (див. рiвняння
(29)–(33) при M

(3)
n ≡ 0), i внескiв змiшаного типу, що

мають структуру ряду за структурними факторами
заряд–заряд, якi виникають внаслiдок iнтегрування
за КЗ Qk. Зокрема для коефiцiєнта бiля другого сте-
пеня КЗ, що описують флуктуацiї густини, отримує-
мо вираз

a2(k) = ā2,0 +
1
2
k2a2,2 + . . . (39)

a2,2 =
1

2〈N〉
∑
q

G̃QQ(q)
∂2G̃QQ(q)

∂q2
+ . . . ,

де G̃QQ(q) – структурний фактор заряд–заряд, роз-
рахований у гаусовому наближеннi. Потрiбно заува-
жити, що G̃QQ(q) залишається гладкою функцiєю по-
близу критичної точки газ–рiдина, i на границi малих
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хвильових векторiв q веде себе так:

G̃QQ(q) =
q2

q2 + κ2
D

.

Як видно з (39), врахування зарядових кореляцiй
приводить до появи додаткового внеску a2,2 у ко-
ефiцiєнт a2(k), який описує ефективне притягання
короткодiйного характеру. У результатi отриманий
гамiльтонiан Гiнзбурга–Ландау–Вiльсона набуває ви-
гляду, що є типовим для класу моделей типу триви-
мiрної моделi Iзинга в зовнiшньому магнiтному полi.
На цiй основi в [102] зроблено остаточний висновок,
що критична поведiнка моделi поблизу критичної то-
чки газ–рiдина належить до класу унiверсальностi
тривимiрної моделi Iзинга.

4.4. Кореляцiї заряд-заряд у моделях iонного
плину

Одне з важливих питань, що стосується критичної
поведiнки iонних плинiв, є поведiнка двочастинкової
зв’язаної кореляцiйної функцiї заряд–заряд GQQ(r)
поблизу критичної точки газ–рiдина, де флуктуацiї
густини розбiгаються, а поведiнка фур’є-образу (зв’я-
заної) кореляцiйної функцiї густина–густина GNN (r)
має типовi особливостi [99]:

G̃NN (k = 0;T, ρc) ∼ τ−γ , G̃NN (k;Tc, ρc) ∼
1

k2−η .

Пошуку вiдповiдi на це питання, яке, у свою чер-
гу, тiсно пов’язане з питанням про виконання пра-
вил Стiллiнжера–Ловетта (СЛ) [18] у критичнiй точцi
газ–рiдина, було присвячено цiлу низку робiт [24,103–
105]. Зокрема у роботi [104] вивчали клас моделей, що
мають точний розв’язок, а саме: симетрична i несиме-
трична версiї iонної ґраткової моделi з однаковими за
величиною зарядами iонiв. Було показано, що в пер-
шому випадку двочастинковi кореляцiї заряд–заряд
залишаються короткодiйними, i обидва правила СЛ
задовiльняються як далеко вiд критичної точки, так i
в самiй критичнiй точцi. Для випадку несиметричної
моделi виявлено, що друге правило СЛ не виконує-
ться у критичнiй точцi.

Для того щоб вiдповiсти на питання, якою є пове-
дiнка кореляцiйної функцiї заряд–заряд у критичнiй
точцi, в [105] дослiджували неперервну асиметричну
(у розмiрах та зарядах) модель iонного плину з потен-
цiалом взаємодiї (24). Тут у наближеннi хаотичних
фаз було отримано такий вираз для GQQ(r) на кри-

тичнiй iзохорi:

G̃QQ(k) =
k2

4πβq20

(
1− k2

κ2
D

)
+

+
(Φ̃NQ(0))2k4

16π2q40

1
a(k2 + ξ−2)

+O(k6) , (40)

де ξ – кореляцiйна довжина густина–густина; κ2
D –

квадрат оберненого ефективного радiуса Дебая, κ2
D =

κ2
D/(1+βΦ̃QQ(0)ρz), а a – величина, залежна вiд пара-

метрiв моделi, критичної густини i критичної темпе-
ратури. Рiвняння (40) справджується як далеко, так
i поблизу критичної точки за малих k.

Поза критичною точкою (T > Tc, ρ = ρc) з рiвняння
(40) отримуємо

G̃QQ(k) ∼ k2/4πβq20 ,

а це означає, що обидва правила СЛ задовольня-
ються. Цей результат узгоджується з результатами,
отриманими у [106] в наближеннi хаотичних фаз.

У загальному випадку у критичнiй точцi (T =
Tc, ρ = ρc) ξ−1 = 0 i G̃QQ(k) набуває вигляду

G̃QQ(k) = k2

(
1

4πβq20
+

(Φ̃NQ(0))2

16π2q40

1
a

)
+O(k4). (41)

Як видно з (41), у випадку симетричної моделi
(Φ̃NQ = 0) обидва правила СЛ задовольняються.
Проте для асиметричного iонного плину (Φ̃NQ 6= 0)
друге правило СЛ порушується, що пiдтверджено ре-
зультатами iнших авторiв, якi було отримано у сере-
дньопольових теорiях.

Водночас є очевидним, що вивчення поведiнки ко-
реляцiйної функцiї заряд–заряд у критичнiй точцi ви-
магає врахування флуктуацiйних поправок вищого
порядку, нiж гаусовий, що, в свою чергу, передба-
чає вихiд за межi наближення хаотичних фаз. Прове-
дене у [105] феноменологiчне узагальнення рiвняння
(40) на основi врахування законiв скейлiнгу, дозволи-
ло отримати вираз

G̃QQ(k) =
k2

4πβq2
+O(k2+η), (42)

де η – малий критичний iндекс. Рiвняння (42) дозво-
лило авторам зробити передбачення, що друге пра-
вило СЛ буде виконуватися також для асиметричних
моделей i в критичнiй точцi, якщо належним чином
врахувати флуктуацiї.
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4.5. Кросоверна поведiнка моделi iонного
плину з короткодiйними взаємодiями

Хоча, як можна судити з експериментальних спосте-
режень [14, 17], фазовi дiаграми газ–рiдина i рiдина–
рiдина деяких електролiтiв (зокрема одновалентних
(1:1) електролiтiв, що належать до “кулонiвських” си-
стем) можуть бути зведенi до вигляду фазової дiа-
грами RPM, очевидно, що застосовнiсть цiєї моделi
до опису реальних iонних плинiв є сильно обмеже-
ною. Для того, щоб наблизити цю модель до реаль-
них систем, необхiдно враховувати ефекти асиметрiї
у розмiрах та зарядах компонентiв, а також врахо-
вувати короткодiйнi взаємодiї. Експериментальнi ре-
зультати показують, що для “кулонiвських” систем
типовою є набагато вужча область кросоверного ре-
жиму порiвняно з неiонними системами [16]. Зокрема
для системи Na–NH3 [5] (див. також [7, 9, 10]) вияв-
лено дуже вузьку область температур, у якiй спосте-
рiгається кросовер. Аналiз експериментальних даних
для рiзних iонних розчинiв пiдтвердив, що такi систе-
ми у своїй бiльшостi демонструють чiтко фiксований
кросовер (чи принаймнi тенденцiю до кросовера) вiд
iзингiвського типу критичної поведiнки в асимптоти-
чно близькiй до критичної точки дiлянцi до середньо-
польової поведiнки, що спостерiгається при збiльшен-
нi вiдстанi вiд критичної точки [11].

Якщо розглядати реальний iонний плин у контекс-
тi його критичної поведiнки, то цiкаво дослiдити гру
коротко- i далекодiйних взаємодiй. Зокрема питання,
яке тут природно виникає, стосується впливу спiввiд-
ношення мiж короткодiйною (ван-дер-ваальсiвською)
i далекодiйною (кулонiвською) взаємодiями на та-
ку неунiверсальну характеристику, як розмiр кри-
тичної областi. Експериментально це питання вивче-
но в роботах Вейнгартнера, Шроера та iнших [14],
де було здiйснено системне дослiдження iонної рi-
дини на прикладi iонної системи тетра-n-бутил амо-
нiй пiкрат (Bu4NPic), розчинником для якої служи-
ли спирти (10 спиртiв) iз дiелектричними сталими,
що змiнювались вiд 3,6 (1-тетрадеканол) до 16,8 (2-
пропанол). При цьому для спирту з найнижчим зна-
ченням дiелектричної сталої спостерiгалася “кулонiв-
ська” границя для критичних параметрiв. Водночас,
коли дiелектрична стала розчинника зростала, було
вiдзначено неперервну тенденцiю вiд “кулонiвського”
механiзму фазового роздiлення до “некулонiвського”.
Крiм того, виявлено, що у випадку розчинiв Bu4NPic
в 1-алканолах, температура верхнiх критичних то-
чок розчинення лiнiйно зростає зi зменшенням дiеле-
ктричної сталої розчинника (зi зростанням довжини

ланцюга алканола). Експериментальнi данi для кри-
тичних точок i дiелектричних сталих для розчинiв
Bu4NPic в 1-алканолах наведено в табл. 3.

Вперше питання кросовера в iонних плинах iз кон-
куренцiєю короткодiйних i далекодiйних взаємодiй
дослiджувалося теоретично в роботi Мореiра, Тело да
Гама i Фiшера в 1999 роцi [107]. Автори використали
ґраткову модель плину, що демонструє критичну по-
ведiнку типу тривимiрної моделi Iзинга. Додатково в
цiй моделi враховували симетричну електростатичну
взаємодiю. Автори розрахували ефективний гамiль-
тонiан моделi поблизу критичної точки та використа-
ли критерiй Гiнзбурга для вивчення кросовера мiж
середньопольовою i iзингоподiбною поведiнкою. Тем-
пературу Гiнзбурга було обчислено для рiзних зна-
чень параметра iонностi (I = |q1q2|/kBTεσ), що ви-
значає iнтенсивнiсть кулонiвської взаємодiї по вiдно-
шенню до короткодiйної. Отриманi результати про-
демонстрували слабку залежнiсть температури Гiн-
збурга вiд iонностi, що знову ж таки погано узгоджу-
ється з експериментом.

Аналогiчну задачу, що мала на метi дослiдити
температуру Гiнзбурга в залежностi вiд вiдношен-
ня iнтенсивностей коротко- i далекодiйних взаємо-
дiй, розглядали у роботi [108] для випадку неперерв-
ної зарядово-асиметричної системи iз взаємодiєю, що
описується (24) за умови φSR

++(r) = φSR
−−(r) = φSR

+−(r).
Без кулонiвської взаємодiї у такiй моделi iснує кри-
тична точка газ–рiдина, що однозначно належить до
класу унiверсальностi моделi Iзинга. Використовую-
чи перетворення Габбарда–Стратоновича, в цiй робо-
тi було отримано функцiональне представлення для
великої статистичної суми системи в термiнах двох
полiв, спряжених, вiдповiдно, до загальної густини
i зарядової густини. У результатi вiдiнтегровуван-
ня зарядової пiдсистеми було отримано явний вираз
для ефективного гамiльтонiана Гiнзбурга–Ландау–
Вiльсона моделi в околi критичної точки газ–рiдина

Т а б л и ц я 3. Експериментальнi параметри крити-
чних точок (критична температура Tc, критична масо-
ва доля wc) i вiдповiднi дiелектричнi сталi ε для роз-
чинiв Bu4NPic в 1-алканолах [14]

Розчинник ε(Tc) Tc/K wc

1-oсtanol 9, 5 298, 55 0, 336

1-nonanol 7, 9 308, 64 0, 325

1-decanol 6, 4 318, 29 0, 3152

1-undecanol 5, 4 326, 98 0, 303

1-dodecanol 4, 7 335, 91 0, 2951

1-tridecanol 4, 3 342, 35 0, 284

1-tetradecanol 3, 6 351, 09 0, 2721
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Рис. 5. Коефiцiєнт tG(I)/tG(0) як функцiя iонностi при рiзних
значеннях λ (ρ = ρc)

з коефiцiєнтами, що враховують кореляцiйнi ефекти
вищого порядку (n ≤ 4). Подiбно до того як в [107],
цi коефiцiєнти мають вигляд розкладiв за степенями
iонностi I.

На основi отриманих виразiв для коефiцiєнтiв ефе-
ктивного гамiльтонiана (в наближеннi I2) було об-
числено температуру Гiнзбурга tG залежно вiд пара-
метра iонностi для моделi заряджених твердих сфер
однакового дiаметра, що взаємодiють через потенцi-
ал прямокутної ями з шириною λ. Для того щоб до-
слiдити вплив конкуренцiї коротко- i далекодiйних
сил, крiм iонностi, змiнювався ще й параметр λ. На
рис. 5 показано залежнiсть нормалiзованої темпера-
тури Гiнзбурга tG(I)/tG(0), де tG(0) = tG(I = 0)
– температура Гiнзбурга модельного плину без еле-
ктростатичної взаємодiї, вiд iонностi при рiзних зна-
ченнях λ. Як видно з рис. 5, отримана залежнiсть
температури Гiнзбурга вiд параметра iонностi, подi-
бно до [107], має немонотонний характер. Слiд та-
кож зауважити, що в розглянутому наближеннi тiль-
ки вираз для хiмiчного потенцiалу явно залежить вiд
величини електростатичних зарядiв. Для того щоб
отримати зарядову залежнiсть iнших термодинамi-
чних величин, необхiдно врахувати в ефективному
гамiльтонiанi члени вищого нiж I2 порядку.

Порiвняння результатiв, отриманих у роботi [108]
для температури Гiнзбурга залежно вiд параметра
iонностi (при λ = 1, 5) з експериментальними даними
для температури кросовера t×, а також з результата-
ми роботи Морейра та iн. для ґраткової моделi, наве-
дено у табл. 4. Системи (a)–(c) вiдповiдають однако-
вим iонним сортам Bu4NPic з розчинниками, що вiд-

рiзняються дiелектричними сталими. Як видно, чи-
словi оцiнки для температури Гiнзбурга, отриманi в
роботi [108], демонструють добре якiсне i задовiль-
не кiлькiсне збiгання з експериментальними даними
для розчину солi Bu4NPic в n-алканолах, що пiдтвер-
джує експериментальнi спостереження про суттєвий
вплив конкуренцiї сольвофобних i кулонiвських взає-
модiй на температурну область кросоверного режиму.
Зокрема, це вказує на те, що зростання iонностi при
зменшеннi дiелектричної сталої, приводить до змен-
шення областi кросовера i, вiдповiдно, до звуження
асимптотичної критичної областi, де має мiсце iзин-
гiвська критична поведiнка.

Зауважимо, що адекватний теоретичний опис ефе-
ктiв кросовера став можливим лише за умови коре-
ктного врахування кореляцiйних ефектiв вищих по-
рядкiв. Слiд вiдзначити, що сильну залежнiсть тем-
ператури Гiнзбурга вiд концентрацiї електролiту було
продемонстровано також у роботi [109].

5. Фазова поведiнка асиметричних моделей
iонного плину: примiтивнi моделi iз
зарядовою асиметрiєю

Останнiм часом особлива увага придiляється вивчен-
ню впливу зарядової асиметрiї на критичну точку
газ–рiдина. При цьому iонний плин описується PM iз
зарядовою асиметрiєю, для якої потенцiал взаємодiї
має вигляд (24), (26) за умови (34). Для критичної
температури i критичної густини використовуються
такi безрозмiрнi величини:

T ∗ =
kBT

ε
, ε =

zq2

εσ
, ρ∗ = ρσ3. (43)

Т а б л и ц я 4. Експериментально отримана
температура кросовера t× для низки iонних систем
(взята з роботи [107]): (a) тетра-n-бутиламонiй пi-
крат (Bu4NPic) в 1-тридеканолi; (b) Bu4NPic в 1-
додеканолi; (c) Bu4NPic в 75% 1-додеканол плюс 25%

1,4-бутандiол; (d) Na в NH3; (e) тетра-n-пентиламонiй
бромiд у водi i редукована температура Гiнзбурга, об-
числена теоретично в роботi [107] (t†G) i в роботi [108]
(t♦G). Випадок (f) вiдповiдає плину нейтральних части-
нок

Система Iоннiсть,I t× t†G t♦G
(a) 17, 9 ∼ 10−3 ∼ 0, 712 2, 7 · 10−3

(b) 16, 8 ∼ 0, 9 · 10−2 ∼ 0, 717 0, 38 · 10−2

(c) 8, 9 ∼ 3 · 10−2 ∼ 0, 777 2, 5 · 10−2

(d) 6, 97 ∼ 0, 6 · 10−2 ∼ 0, 807 3, 7 · 10−2

(e) ∼ 1, 4 O(I) 1 ∼ 0, 09

(f) 0 O(I) 1 ∼ 0, 09
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Рис. 6. Безрозмiрна критична температура для зарядово-
асиметричної 1:z примiтивної моделi: метод МК (MC) [114–
116]; теорiя Дебая–Гюккеля (DH); теоретико-польовi пiдходи
[113] (з множником 1/10) i ОСП (NMF) [26]; ССН (MSA) [52];
симетрична (SPB) та модифiкована (MPB) теорiї Пуассона–
Больцмана [111, 112]; теорiя ДГБ–КI–ТК з урахуванням твер-
дого кору (DHBjCIHC) i без нього (DHBjCI) [117]

Моделювання методом МК, здiйснене для PM iз заря-
довою асиметрiєю, показало, що ця модель має кри-
тичну точку газ–рiдина. При цьому критична темпе-
ратура моделi знижується зi зростанням параметра
зарядової асиметрiї z, а критична густина при цьому
рiзко зростає [110].

Щодо теорiї, то, на жаль, результати, якi отриманi
в межах звичайної теорiї ДГ i ССН для безрозмiрних
критичних параметрiв (43), не залежать вiд z. Резуль-
тати, отриманi в межах iнших теоретичних пiдходiв,
є такими. Симетрична теорiя Пуассона–Больцмана
[111] передбачає якiсно правильний хiд як для крити-
чної температури, так i для критичної густини, проте
характер змiни цих величин не узгоджується з ре-
зультатами комп’ютерного моделювання. Модифiко-
ване наближення Пуассона–Больцмана [112], яке мо-
жна вважати наступним кроком у розвитку теорiї,
що мав би давати надiйнiшi результати, приводить
до якiсно неправильної поведiнки для критичної тем-
ператури, демонструючи її незначне пiдвищення зi
збiльшенням z.

Зарядово-асиметричну модель вивчали також у
межах теоретико-польових пiдходiв, зокрема, теорiї
KSSHE [26] i теорiї, запропонованої Нетцом i Орлан-
дом [113]. Проте результати, отриманi при цьому, є
такими, що навiть на якiсному рiвнi не узгоджуються

Рис. 7. Безрозмiрна критична густина для зарядово-асиме-
тричної 1:z примiтивної моделi. Позначення тi ж, що i на рис. 6

iз даними МК [110]. Зокрема критична температу-
ра, обчислена в роботi [26] на основi вiльної енергiї у
двопетльовому наближеннi (див. рiвняння (11)–(14)),
зростає iз ростом z (критична густина має поведiнку,
яка узгоджується з результатами МК). Зауважимо
також, що у роботi Нетца i Орланда [113] теоретико-
польовий аналiз застосовувався до системи точкових
заряджених частинок, а ефект твердого кору розгля-
дався опосередковано шляхом обрiзання верхньої гра-
ницi в iнтегралах за хвильовим вектором. Крiм того,
теорiю збурень будували виключно на флуктуацiях
густини заряду.

З iншого боку, в роботi [110] було розвинуто пiд-
хiд (теорiя ДГБ–КI), що є узагальненням на випа-
док z 6= 1 теорiї ДГВ–ДI, запропонованої ранiше для
RPM. Припускаючи iснування в системi заряджених
i нейтральних кластерiв (димерiв, тримерiв i тетра-
мерiв залежно вiд величини z), а також враховую-
чи взаємодiю кластер-iон (КI), автори отримали за-
лежнiсть критичної температури i критичної густини
вiд z для z = 2 i z = 3, яка якiсно узгоджується iз
результатами комп’ютерного моделювання. Слiд вiд-
значити, однак, що ця теорiя, як i у випадку RPM,
є дуже чутливою до наближень, якi використовую-
ться для опису твердого кору. Зокрема включення у
розгляд вiльної енергiї системи твердих сфер у набли-
женнi вiльного об’єму (теорiя ДГБ-КI iз врахуванням
твердого кору – теорiя (ДГБ–КI–ТК)) погiршує кiль-
кiснi результати для критичної густини. На рис. 6 i 7,
взятих зi статтi [110], пiдсумовано результати для за-
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Рис. 8. Залежнiсть критичної температури вiд величини пара-
метра зарядової асиметрiї z для зарядово-асиметричної PM.
Чорними кружечками позначено результати, розрахованi на
основi iзотерм хiмiчних потенцiалiв (44). Бiлi кружечки позна-
чають результати, отриманi методом МК (z = 1 [44]; z = 2, 3

[118]; z = 4 [114]). Чорний квадрат – це результат для z = 1,
отриманий iз використанням методу КЗ на основi iзотерм хi-
мiчних потенцiалiв, розрахованих у вищому наближеннi, нiж
(44) [119]

лежностi критичної температури i критичної густини
вiд z, що були отриманi iз використанням теорiй, зга-
даних вище, а також у комп’ютерному експериментi.

Iнший пiдхiд [86], який дозволив отримати якiсне
узгодження з результатами комп’ютерного моделюва-
ння, використовує метод колективних змiнних (див.
формули (24)–(33)). Вiн ґрунтується на бiльш точно-
му визначеннi хiмiчного потенцiалу, спряженого до
загальної густини системи, яка є сильно флуктуюю-
чою величиною в околi критичної точки газ–рiдина.
Розглядаючи примiтивну модель iз зарядовою асиме-
трiєю, взаємодiя в якiй описується потенцiалом (24)
за умови (34), автори здiйснили перехiд в (28) вiд сор-
тових хiмiчних потенцiалiв να до їх лiнiйних комбiна-
цiй, а саме:

νN =
1

1 + z
(zν1 + ν2) , νQ =

1
q0(1 + z)

(ν1 − ν2),

де новi хiмiчнi потенцiали νN i νQ є спряженими, вiд-
повiдно, до загальної густини i зарядової густини си-
стеми. У роботi [86] на основi виразу для ВСС в гаусо-
вому наближеннi запропонована самоузгоджена про-
цедура знаходження розв’язку рiвнянь для хiмiчних
потенцiалiв. У результатi, у найнижчому наближеннi,
в якому проявляється зарядова асиметрiя, отримано

такий вираз для хiмiчного потенцiалу νN :

νN = ν0
N −

1

M
(0)
2

[
1
2

∑
k

g̃(k)M(2)
3 +

1
2

∑
k

g̃(k)×

×M
(3)
4 ΔνQ +

1
2
M

(2)
3 Δν2

Q +
1
3!

M
(3)
4 Δν3

Q

]
, (44)

де ν0
N – середньопольове значення хiмiчного потенцi-

алу νN ,

ΔνQ = − M
(3)
3

2M
(2)
2

∑
k

g̃(k), (45)

а g̃(k) – фур’є-образ екранованого кулонiвського по-
тенцiалу:

g̃(k) = − Φ̃C(k)

1 + Φ̃C(k)M(2)
2

= − 1
V

βφ̃C(k)
1 + κ2

Dφ̃
C(k)

. (46)

У (44) враховано ефект непрямих кореляцiй мiж флу-
ктуацiями густини через зарядову пiдсистему, про що
свiдчить присутнiсть кумулянтiв вищого порядку нiж
другий. Використовуючи (44)–(46), було розраховано
параметри критичної точки газ-рiдина для декiлькох
значень параметра z, а саме z = 2, 3, 4. При цьому
для потенцiалу Кулона всерединi твердого кору ви-
користовувалася регуляризацiя ВЧА (див. (18)). Ре-
зультати наведено на рис. 8, 9.

Таким чином, авторам вперше вдалося, без вико-
ристання додаткових феноменологiчних припущень,
зокрема, про iснування у системi асоцiатiв (класте-
рiв), отримати залежнiсть обох величин, критичної
температури i критичної густини, вiд z, що якiсно
узгоджується з результатами комп’ютерного експери-
менту, а саме: критична температура зменшується,
а критична густина рiзко зростає з ростом z (див.
рис. 8 i 9). Використання описаної вище схеми роз-
рахунку хiмiчного потенцiалу для знаходження кри-
тичних параметрiв RPM (випадок z = 1) у набли-
женнi вищому, нiж (44), дозволило отримати значен-
ня T ∗c = 0, 050294 i ρ∗c = 0, 0420 [119,120], якi на даний
час найкраще кiлькiсно узгоджуються з результата-
ми комп’ютерного моделювання.

Отриманi в [86] результати дають пiдстави сподiва-
тись, що врахування вищих флуктуацiйних поправок
в запропонованiй схемi розрахунку хiмiчного потен-
цiалу має привести до кращих кiлькiсних характери-
стик для критичних параметрiв примiтивних моделей
iз зарядовою асиметрiєю i, вiдповiдно, до кращого їх
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узгодження з результатами комп’ютерного експери-
менту. З iншого боку, запропонований в [86] метод
обчислення хiмiчного потенцiалу, спряженого до па-
раметра порядку, може бути в майбутньому застосо-
ваний до дослiдження фазової рiвноваги для складнi-
ших моделей iонних плинiв, що враховують як заря-
дову асиметрiю, так i асиметрiю у розмiрах.

6. Висновки

У цiй роботi проведено огляд основних результатiв,
що були досягнутi впродовж майже двох десятирiч, у
напрямку розвитку теорiї фазових переходiв i крити-
чної поведiнки у сильно взаємодiючих iонних систе-
мах. Акцентуючи основну увагу на теоретичних до-
слiдженнях проблеми фазової i критичної поведiнки
в iонних плинах, ми водночас намагалися окреслити
загальну картину в цiй дiлянцi фiзики, представля-
ючи також основнi експериментальнi результати, якi
дали сильний поштовх для розвитку як теорiї, так
i методiв комп’ютерного моделювання. Слiд вiдзна-
чити, що, починаючи з 1993 року в англомовнiй нау-
ковiй лiтературi публiкували огляди експерименталь-
них i теоретичних робiт, якi висвiтлювали, в тiй чи
iншiй мiрi, бiжучий стан дослiджень iз цiєї проблема-
тики (див. [3, 17, 21, 24, 121, 122]). Тому ми намагали-
ся уникати надмiрної деталiзацiї, фокусуючи основну
увагу на недавнiх досягненнях теорiї i комп’ютерного
експерименту. Очевидно, що в такому стислому огля-
дi неможливо було охопити результати всiх робiт по
цiй проблемi. Так, сюди не ввiйшла бiльшiсть теоре-
тичних результатiв, що стосуються ґраткових версiй
примiтивних моделей iонних систем, зокрема LRPM,
фазова поведiнка якої може вiдрiзнятися якiсно вiд
фазової поведiнки RPM i залежить, зокрема, вiд па-
раметра дискретизацiї ξ = σ/a0 (σ – дiаметр твердої
сфери i a0 – стала ґратки) [27, 59, 63, 71, 72, 123]. З
iншого боку, дослiдження, про якi тут iде мова, про-
довжуються, а отже, ситуацiя в цiй дiлянцi науки ди-
намiчно змiнюється.

Слiд зауважити, що незважаючи на успiхи, дося-
гнутi теорiєю впродовж останнiх десятилiть у ро-
зумiннi природи фазової поведiнки i критичностi в
iонних плинах, цiла низка проблем усе ще потребує
подальшого вивчення. Зокрема це стосується навiть
такої, здавалося б на перший погляд, простої моде-
лi, як RPM, яка на практицi виявилася доволi скла-
дною як для теорiї, так i для комп’ютерного експери-
менту. Так, у випадку RPM поблизу критичної точки
рiдина–газ термiчна енергiя становить лише близько
1/20 вiд енергiї двох iонiв при контактi. У результатi

Рис. 9. Залежнiсть критичної густини вiд величини параметра
зарядової асиметрiї z для зарядово-асиметричної PM. Позна-
чення такi ж, як на рис. 8

такi системи проявляють сильнi тенденцiї до форму-
вання асоцiатiв на малих вiдстанях, що разом iз дале-
кодiйним характером кулонiвських взаємодiй приво-
дить до труднощiв при комп’ютерному моделюваннi.
Щодо теоретичного опису фазової поведiнки RPM, то
тут iснує група теорiй середньопольового типу, що ви-
користовують iдею асоцiацiї. В межах цих теорiй, роз-
глядаючи рiзнi наближення, що дозволяють змiнюва-
ти параметр, який визначає силу асоцiацiї, можна до-
сягнути непоганого узгодження з комп’ютерним екс-
периментом, як це було зроблено, наприклад, у робо-
тi [55]. З iншого боку, останнiм часом було розвину-
то послiдовнi теоретичнi пiдходи, якi використовують
функцiональнi методи i дозволяють з перших прин-
ципiв отримувати функцiональнi ефективнi гамiльто-
нiани, що враховують кореляцiйнi поправки вищих
порядкiв. Такою теорiєю, зокрема, є теорiя, що вико-
ристовує метод КЗ. Застосовуючи цю теорiю, вдало-
ся отримати достатньо добре кiлькiсне узгодження з
результатами комп’ютерного експерименту для кри-
тичної температури моделi, проте отримане в такий
спосiб значення для критичної густини є дещо зани-
женим. Водночас розрахунки, виконанi для випадку
z = 1 у вищих наближеннях, дають пiдстави сподiва-
тися, що врахування флуктуацiйних ефектiв вищо-
го порядку приведе до покращання кiлькiсних оцi-
нок для густини для зарядово-асиметричної моделi.
Слiд зауважити, що ренормгруповий аналiз, зробле-
ний у роботi [124] на основi ефективного гамiльтонi-
ана ϕ6, де ϕ – скалярне поле, спряжене до зарядової
густини, не дав однозначної вiдповiдi стосовно крити-
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чної поведiнки систем iз домiнуючими кулонiвськими
взаємодiями. З iншого боку, в роботi [102] отримано
ефективний гамiльтонiан у просторi КЗ, що описують
флуктуацiї загальної густини частинок, явний вигляд
якого однозначно свiдчить про належнiсть критичної
поведiнки RPM поблизу критичної точки газ–рiдина
до класу унiверсальностi тривимiрної моделi Iзинга.

Подальшого теоретичного вивчення потребує фа-
зова поведiнка асиметричних моделей. З одного бо-
ку, тут уже є низка результатiв, отриманих методами
комп’ютерного моделювання для моделей iз асиметрi-
єю в розмiрах i зарядах [114–116,118,125–131]. Основ-
ний висновок цих дослiджень є таким: критична тем-
пература понижується зi зростанням асиметрiї в роз-
мiрах i зарядах, тодi як критична густина зростає
зi збiльшенням зарядової асиметрiї, але зменшується
зi зростанням асиметрiї в розмiрах. Слiд зауважи-
ти, що такi добре вiдомi середньопольовi теорiї, як
стандартна теорiя ДГ i ССН, виявилися нездатними
коректно описати залежностi критичних параметрiв
вiд факторiв асиметрiї. Зокрема хiд кривих T ∗c (λ) i
ρ∗c(λ) (λ = σ+/σ−), що був отриманий в ССН, є про-
тилежним, до того, який виявлено в комп’ютерному
експериментi [132]. Крiм того, у випадку зарядово-
асиметричних PM з однаковими дiаметрами твердих
сфер (λ = 1), обидвi теорiї (стандартна теорiя ДГ
i ССН) дають критичнi параметри, що не залежать
вiд множника зарядової асиметрiї. Винятком є тео-
рiї, якi явно включають у розгляд асоцiативнi ефе-
кти [110, 133]. З iншого боку, при дослiдженнi крити-
чної точки газ–рiдина в асиметричнiй PM успiшним
виявився пiдхiд, що використовує метод КЗ [28, 86].
Використовуючи цей пiдхiд, авторам вперше вдало-
ся отримати залежнiсть обох критичних параметрiв
T ∗c i ρ∗c вiд множника зарядової асиметрiї z, що якi-
сно узгоджується з результатами комп’ютерного екс-
перименту, не роблячи при тому додаткових припу-
щень про iснування у системi асоцiатiв. Слiд заува-
жити, що досягнення аналiтичної теорiї стосуються,
в основному, моделей iз зарядовою асиметрiєю, осо-
бливо, якщо мова йде про критичнi параметри кри-
тичної точки газ–рiдина [86, 110]. Нещодавно, засто-
совуючи метод розрахунку хiмiчного потенцiалу, що
був запропонований в [86], до вивчення моновален-
тної (z = 1) примiтивної моделi iз розмiрною асиме-
трiєю, вперше отримано залежностi T ∗c (λ) i ρ∗c(λ), що
узгоджуються з результатами комп’ютерного експе-
рименту [134]. Одночасно зауважимо, що є певнi до-
сягнення у вивченнi критичних параметрiв для мо-
делей iз асиметрiєю як у зарядах, так i розмiрах i в
iнших пiдходах. Тут слiд вiдзначити роботи Цях та iн.

[135], у яких здiйснено середньопольовий аналiз стiй-
костi функцiоналу великого термодинамiчного потен-
цiалу, отриманого в межах мезоскопiчної польової те-
орiї для примiтивної моделi iз асиметрiєю у розмiрах i
зарядах. Також в [67] отримано середньопольову фа-
зову дiаграму асиметричної моделi в границi сильної
асиметрiї (λ → ∞, z → ∞). Такi примiтивнi моделi з
граничною асиметрiєю можуть бути використанi для
опису систем заряджених колоїдних частинок.

Пiдсумовуючи слiд вiдзначити, що дослiдження
фазових переходiв i критичної поведiнки в силь-
но взаємодiючих iонних системах здiйснювалось, в
основному, з використанням “огрублених” примiтив-
них моделей, що не враховують явно присутнiсть роз-
чинника. Навiть для таких спрощених моделей теорiя
i комп’ютерний експеримент зiткнулися зi значними
труднощами, i отже, проблема явного врахування мо-
лекулярної структури розчинника та дослiдження йо-
го впливу на фазову рiвновагу все ще залишається
актуальною.
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W. Schröer, J. Stat. Phys. 78, 169 (1995).

13. S. Wiegand, R.F. Berg, and J.M.H. Levelt Sengers,
J. Chem. Phys. 109, 4533 (1998).

14. M. Kleemeier, S. Wiegand, W. Schröer, and H. Wei-
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ФАЗОВОЕ И КРИТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ
ИОННЫХ ФЛЮИДОВ

О.В. Пацаган, И.М. Мрыглод

Р е з ю м е

Известно, что электростатические силы определяют свойства
многих систем – как физических, так химических и биологи-
ческих. Роль кулоновского взаимодействия становится особен-
но важной, когда имеем дело с ионными флюидами, к кото-
рым относятся расплавленные соли, растворы электролитов,
а также ионные жидкости. Кулоновское взаимодействие часто
является доминирующим взаимодействием и благодаря своему
дальнодействующему характеру может существенно влиять на
критические свойства и фазовое поведение ионных систем. Ис-
следования, посвященные этой проблеме, являются важными
как с фундаментальной, так и с практической точки зрения.

Более пятнадцати лет продолжаются активные исследо-
вания фазовых диаграмм и критического поведения ионных
флюидов экспериментальными и теоретическими методами.
Начало этим исследованиям было положено противоречивыми

результатами экспериментальных наблюдений, которые выя-
вили три типа критического поведения в таких системах: клас-
сическое, изингоподобное, а также поведение кроссоверного
типа. Базовой моделью для теоретического изучения ионных
флюидов является так называемая примитивная модель, яв-
ляющая собой электронейтральную смесь заряженных твер-
дых шаров, находящихся в бесструктурной диэлектрической
среде. Наиболее изученной на данный момент является сим-
метрическая версия двухкомпонентной примитивной модели,
известная еще как ограниченная примитивная модель (restri-
cted primitive model – RPM). Следует отметить, что изучение
критической точки газ-жидкость в этой модели оказалось не-
тривиальной задачей как для теории, так и для компьютерно-
го эксперимента. Только недавно получено подтверждение её
принадлежности к классу универсальности трехмерной модели
Изинга. Однако для того, чтобы понять физическую природу
фазового и критического поведения реальных ионных флюи-
дов, важной задачей является изучение более сложных моде-
лей, включающих асимметрийные и другие эффекты. Иссле-
дования, посвященные этой проблеме, проводятся с помощью
методов компьютерного моделирования и теории. В частности,
большое внимание уделено изучению влияния эффекта заря-
довой асимметрии на фазовую диаграмму газ–жидкость.

В этой работе сделан обзор современных достижений в изу-
чении фазовых диаграмм и критических свойств флюидов с
доминирующим кулоновским взаимодействием, которые полу-
чены экспериментальными и теоретическими методами, а та-
кже в компьютерном эксперименте. Основное внимание уделе-
но теоретическим исследованиям в данной области. Здесь об-
суждены результаты среднеполевых теорий, в частности, тео-
рии Дебая–Хюккеля и среднесферического приближения, а та-
кже их обобщения, связанные с явным учетом эффектов ион-
ной ассоциации. Также представлены результаты, полученные
в рамках статистико-полевых теорий, которые используют ме-
тоды функционального интегрирования и дают возможность
выйти за рамки приближения среднего поля. В конце обзора
подведены итоги и сформулированы нерешенные проблемы.
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S u m m a r y

It is well known that the electrostatic forces determine the proper-

ties of physical, chemical, or biological systems. In particular, the

Coulomb interactions are of great importance when dealing with

ionic fluids which include molten salts, electrolyte solutions, and

ionic liquids. In most cases, the Coulomb interaction is a domi-

nant one and can substantially affect the critical properties and

the phase behavior of ionic systems due to its long-range charac-

ter. Thus, the investigations concerning these issues are of great

fundamental interest and of practical importance.
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Over the last fifteen years, the phase diagrams and the criti-

cal behavior of ionic solutions have been intensively studied using

experimental and theoretical methods. These studies were stim-

ulated by controversial experimental results demonstrating the

three types of the critical behavior in ionic fluids: classical and

Ising-like behaviors, as well as a crossover between the two. Any

theoretical model that demonstrates the phase separation driven

exclusively by Coulombic forces is a primitive model. In such a

model, the ionic fluid is described as an electroneutral mixture of

charged hard spheres immersed in a structureless dielectric con-

tinuum. A lot of efforts have been made to obtain the phase di-

agrams and to calculate the locus of the gas-liquid critical point

even for the simplest symmetric version of the primitive model –

the so-called restricted primitive model (RPM). Recent simulation

studies have indicated that the critical behavior of the RPM be-

longs to the Ising universality class. However, the investigation

of more complex models is still very important for understand-

ing the nature of phase and critical behaviors of real ionic fluids

demonstrating both charge and size asymmetries, as well as other

complexities. The studies of the effects of charge and size asym-

metries on the phase diagram have been recently started with the

use of the computer-based simulations and theoretical methods.

We present the overview of achievements in studying the

phase diagrams and criticality in the systems with dominant

Coulomb interactions obtained by experimental and theoretical

methods, as well as by computer-based simulations. The main at-

tention is focused on the theoretical results. We present the results

of the mean-field theories, in particular, those of the Debye–Hückel

theory and the mean spherical approximation, as well as those of

their generalizations related to the explicit inclusion of the ion

association. We also overview the results of statistical field the-

ories that use functional methods and allow one to go beyond

the mean-field approximation. Areas of future research are also

discussed.
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