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Здiйснено короткий огляд сучасного стану щодо вивчення по-
ведiнки основних характеристик моделей поблизу точки фа-
зового переходу другого роду. Наведено методи теоретичного
опису їхньої критичної поведiнки. Серед них – метод молеку-
лярного поля, теорiя Ландау, метод ренормалiзацiйної групи та
iн. Основну частину роботи присвячено викладу аналiтичного
методу опису критичної поведiнки 3D iзiнгоподiбної системи в
зовнiшньому полi. Вiн є розвитком теорiї фазових переходiв,
запропонованої I.Р. Юхновським з використанням методу ко-
лективних змiнних. Узагальнення стосується вивчення впливу
зовнiшнього поля на поведiнку таких фiзичних характеристик,
як параметр порядку, сприйнятливiсть, теплоємнiсть тощо. В
межах спрощеної моделi проведено розрахунок як значень кри-
тичних показникiв, так i критичних амплiтуд низки фiзичних
величин. Запропоновано узагальнену форму запису скейлiнго-
вої форми вiльної енергiї системи поблизу точки фазового пе-
реходу. Отримано кросоверне рiвняння стану, яке передбачає
явну залежнiсть параметра порядку вiд вiдносної температури
та зовнiшнього поля.
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1. Вступ

Дану роботу присвячено побудовi теорiї критичних
явищ при фазових переходах другого роду. Пiд кри-

тичними явищами будемо розумiти особливостi пове-
дiнки спостережувальних характеристик системи при
наближеннi до точки фазового переходу (ТФП). Для
феромагнетикiв ТФП визначається певним значен-
ням температури та нульовим значенням зовнiшньо-
го поля, зокрема, для системи Fe маємо Tc = 1044 K.
Критична точка рiдина–газ, яка вiдповiдає фазово-
му переходу другого роду, досягається за фiксованих
значень температури та тиску. Так, для H2O такими
значеннями є Tc = 647 K та pc = 218 атм. Однiєю
з основних характеристик фазового переходу є пара-
метр порядку. Ця величина характеризує як фазовi
переходи другого, так i першого роду. При фазових
переходах першого роду параметр порядку змiнює-
ться стрибкоподiбно при переходi через точку пере-
ходу. Для переходiв другого роду вiн є неперервною
функцiєю температури та зовнiшнього поля. Саме ця
залежнiсть носить назву “рiвняння стану”, що є пре-
дметом численних дослiджень. Для рiзних фiзичних
систем параметром порядку є певна спостережуваль-
на величина. Зокрема, для магнетикiв – це намагнi-
ченiсть, для системи рiдина–газ в околi критичної
точки – це густина, для фероелектрика – поляриза-
цiя тощо. Надалi зосередимо увагу на магнетиках,
оскiльки критичнi явища, що мають мiсце поблизу
рiзних видiв точок фазових переходiв мають багато
спiльних рис. Дослiдженню явищ при фазових пере-
ходах присвячено цiлу низку монографiй [1–8]. Цей
перелiк далеко неповний, однак, дозволяє прослiдку-
вати розвиток уявлень про способи опису критичних
явищ.

При дослiдженнi критичних явищ використовую-
ться як аналiтичнi пiдходи, так i числовi методи роз-
рахунку рiзних фiзичних характеристик, як правило,
модельних систем. Данi числових розрахункiв вико-
ристовуються як тестовi для перевiрки результатiв
аналiтичних пiдходiв. Побудованi на сьогоднi мето-
ди опису фазових переходiв мiстять цiлий ряд при-
пущень, якi приводять до неконтрольованих набли-
жень. Критерiєм застосовностi того чи iншого ана-
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лiтичного методу розрахунку є порiвняння отрима-
них результатiв iз даними числових методiв. Серед
них високо- та низькотемпературнi розклади, метод
Монте-Карло тощо. Проводиться також порiвняння
з даними реального експерименту. Зокрема, робота
[9] присвячена використанню моделi Iзiнга для опи-
су реальних магнiтних матерiалiв. Основну увагу до-
слiдникiв зосереджено останнiм часом на проведен-
нi порiвняння з даними числових експериментiв. Се-
ред теоретичних пiдходiв до опису критичних явищ
розрiзняють “класичнi” теорiї та методи, якi ґрун-
туються на використаннi пiдходу ренормалiзацiйної
групи [10, 11]. Класичнi методи опису, такi як тео-
рiя середнього поля [1], теорiя Ландау [12] та iншi
(див. [3, 4]), передбачають так званi “класичнi” зна-
чення критичних показникiв. Пiд “критичними пока-
зниками” розумiють числа, якi визначають степене-
ву поведiнку таких фiзичних величин, як намагнiче-
нiсть M , сприйнятливiсть χ, теплоємнiсть C та iн-
ших величин по вiдношенню до вiдносної температу-
ри τ = (T − Tc)/Tc та зовнiшнього поля H поблизу
ТФП. На жаль, значення класичних критичних по-
казникiв вiдрiзняються вiд експериментально визна-
чених величин. Незважаючи на це, класичнi теорiї
не втратили своєї актуальностi до сьогоднi, оскiльки
дозволяють отримувати повнi вирази для фiзичних
величин в широкому околi точки фазового перехо-
ду (включаючи критичнi показники). Бiльше того,
якщо не наближатися надто близько до точки фазо-
вого переходу, то класичнi теорiї дають задовiльний
опис [6, 13, 14].

Iнша група методiв опису критичної поведiнки
ґрунтується на використаннi ренормгрупового пiдхо-
ду. В їх основi знаходиться гiпотеза масштабної iн-
варiантностi [15–18]. Остання тiсно пов’язана з поня-
ттям кореляцiйної довжини, яка характеризує вели-
комасштабнi флуктуацiї параметра порядку поблизу
ТФП. По мiрi наближення до цiєї точки кореляцiйна
довжина зростає i стає безмежною в самiй точцi. Це i
зумовлює сингулярностi в макроскопiчних спостере-
жувальних характеристиках системи.

Прямування до безмежностi таких величин, як ко-
реляцiйна довжина, сприйнятливiсть, теплоємнiсть
тощо, характерне лише для модельних систем iз без-
межно великим числом частинок. Для реальних си-
стем в експериментi спостерiгається лише їх аномаль-
не зростання до певної скiнченної величини. Це зу-
мовлюється як скiнченнiстю реальних зразкiв, так i
наявнiстю зовнiшнiх полiв. Саме впливу зовнiшнiх
полiв на критичну поведiнку i присвячено дану ро-
боту.

У роздiлi 2 розглянуто вплив зовнiшнього поля на
фазовий перехiд iз точки зору як класичних теорiй,
так i скейлiнгової теорiї критичних явищ. Вiн мi-
стить загальновiдомi положення, якi при подальших
викладках будуть порiвнюватися iз граничними ви-
падками бiльш загального пiдходу.

Роздiл 3 присвячено викладу сутi методу, який
використовується надалi при розрахунку фiзичних
характеристик iзiнгоподiбної системи поблизу точки
фазового переходу. Основнi положення цього методу
було запропоновано в роботах I.Р. Юхновського [19–
28] та розвинуто пiзнiше в [29–34] на випадок наявно-
стi зовнiшнього поля.

Роздiл 4 мiстить визначення точки виходу систе-
ми iз критичного режиму флуктуацiй параметра по-
рядку за наявностi зовнiшнього поля. Ця величина
визначає по сутi розмiри скейлiнгової областi. Як по-
казують результати розрахункiв, розмiри цiєї областi
залежать вiд вiдносної температури, величини поля
та пропорцiйнi до кореляцiйної довжини системи [34–
36].

У п’ятому роздiлi наведено схему розрахунку вiль-
ної енергiї системи для дiапазону температур бiльших
за Tc [37–42]. Важливим елементом такого розрахун-
ку є видiлення внеску до вiльної енергiї, пов’язаного
iз макроскопiчною частиною параметра порядку. Да-
леко вiд точки фазового переходу такi внески асоцiю-
ються iз вiльною енергiєю Ландау як розкладом вiль-
ної енергiї за ступенями параметра порядку. Однак,
поблизу ТФП ситуацiя змiнюється, i подiбнi внески
мiстять нетривiальну залежнiсть вiд зовнiшнього по-
ляH та вiдносної температури τ , що є предметом роз-
гляду шостого роздiлу.

Роздiл 7 присвячено методу розрахунку явних
виразiв для вiльної енергiї, параметра порядку,
сприйнятливостi системи поблизу ТФП при наявно-
стi зовнiшнього поля. Розрахунки виконано без введе-
ння ззовнi будь-яких феноменологiчних параметрiв,
хоча є наближеними. Однак, навiть використання на-
ближеного пiдходу дозволяє знайти для вiльної енер-
гiї системи бiльш загальний вираз, нiж це вiдомо
на сьогоднi iз скейлiнгової теорiї. Цей вираз мiстить
явну залежнiсть вiд поля та температури й перехо-
дить у граничних випадках у добре вiдомi залежно-
стi: F1 ∼ |τ |dνfs (при H = 0) та F2 ∼ h

dν
βδ f ′s при

наявностi поля h = H/kT та поблизу Tc. Тут d – ви-
мiрнiсть простору, ν, β, δ – значення критичних пока-
зникiв, fs, f ′s – скейлiнговi функцiї. Поєднання зале-
жностей F1 та F2 в єдину формулу – один iз резуль-
татiв даної роботи. Оскiльки спостережувальнi фiзи-
чнi величини обчислюються в данiй роботi як похiднi
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вiд вiльної енергiї, то очевидно, що i рiвняння ста-
ну буде поєднувати внески вiд температури та поля в
явному виглядi, а не лише через скейлiнгову змiнну
z = τ/h1/βδ.

У заключних роздiлах наведено явнi вирази для
параметра порядку, сприйнятливостi та теплоємностi
поблизу ТФП. Отримано загальну форму рiвняння
стану. Як випливає iз результатiв роботи, розрахунок
критичного стану повинен включати як скейлiнго-
ву теорiю, так i проведення розрахунку статистичної
суми чи вiльної енергiї системи. Скейлiнгова скла-
дова теорiї дозволяє обчислювати числовi значення
критичних показникiв. На даний час вона розвину-
та досить добре i ґрунтується на використаннi наяв-
ної поблизу ТФП ренормгрупової симетрiї. Загальна
теорiя критичних явищ полягає у визначеннi вигля-
ду вiльної енергiї та фiзичних характеристик моделi.
Вона знаходиться сьогоднi на етапi розвитку i перед-
бачає прямий розрахунок вiльної енергiї. Зрозумiло,
що такий розрахунок має включати ренормгруповий
пiдхiд. Точнiше, в процесi прямого розрахунку фiзи-
чних величин поблизу ТФП природним чином повин-
на виникати ситуацiя, яка передбачає використання
апарату ренормалiзацiйної групи як етапу загального
розрахунку. Це дозволяє провести розрахунок крити-
чних показникiв. Загальний вираз для вiльної енергiї
системи включає в себе внески як вiд скейлiнгової
областi, так i внески вiд iнших флуктуацiйних проце-
сiв. Останнi є визначальними при формуваннi виразiв
для спостережуваних величин.

2. Передбачення класичних теорiй та успiхи
скейлiнгового пiдходу

Iсторично першою серед класичних теорiй фазових
переходiв є добре вiдома теорiя Ван-дер-Ваальса. Во-
на використовується для опису фазових переходiв
рiдина–газ. З точки зору фазових переходiв другого
роду важливим є рiвняння Ван-дер-Ваальса побли-
зу критичної точки. Критичнi показники в цiй теорiї
набувають класичних значень:

β =
1
2
, γ = 1, α = 0, (2.1)

де β визначає поведiнку параметра порядку як фун-
кцiї температури, γ описує температурну поведiнку
стислостi, α – теплоємностi. У теорiї магнiтних фазо-
вих переходiв до даного моменту актуальною є теорiя
молекулярного поля Вейса. В її основi лежить при-
пущення, що взаємодiя спiнiв може бути описана, ви-
користовуючи поняття молекулярного поля Hm, яке

пропорцiйне до намагнiченостi M(T, H)

Hm = λM(T, H), (2.2)

де λ – параметр молекулярного поля. Рiвняння стану
в теорiї середнього (молекулярного) поля для моделi
Iзiнга має простий вигляд

M = M0th

[
1
2
βµ̄(H + λM)

]
. (2.3)

Тут M0=M(T=0,H=0), β = 1
kT , µ̄=gµB (k – стала

Больцмана, g – фактор Ланде, µB – магнетон Бора).
Характерною особливiстю згаданих вище пiдходiв є
те, що для фiзичних характеристик системи отри-
муються явнi аналiтичнi вирази. Вони є наближени-
ми, оскiльки отриманi без урахування флуктуацiйних
ефектiв. Класичнi теорiї передбачають унiверсальнi
значення критичних показникiв (2.1), якi в лiтера-
турi називають класичними. Зауважимо, що вони не
залежать вiд параметрiв моделi.

Яскравим прикладом класичної теорiї фазових пе-
реходiв є теорiя Ландау [12]. Суть цiєї теорiї полягає
в тому, що вiльна енергiя поблизу ТФП зображається
у виглядi ряду за степенями параметра порядку σ̄:

F = N
(
a0 + a2σ̄

2 + a4σ̄
4 + a6σ̄

6 + . . .− hσ̄
)
. (2.4)

Вiдомо, що у випадку вiдсутностi зовнiшнього поля
параметр порядку вiдсутнiй при T > Tc та є ма-
лим при T ≤ Tc. Складається враження, що такий
розклад може бути корисним пiд час розрахунку фi-
зичних величин поблизу ТФП. Величини a2n є не-
визначеними, однак повиннi бути гладкими функцi-
ями температури. Особливий iнтерес являє випадок
a2 = 0, що спостерiгається при температурi T = Tc.
Оскiльки згiдно з припущенням теорiї функцiї a2n є
гладкими, то очевидно, що

a2 = a′2(T − Tc), (2.5)

де a′2 – деяка стала величина. Це є друге припущення
теорiї Ландау. Маючи вiльну енергiю, можемо отри-
мати вирази для параметра порядку σ̄, сприйнятли-
востi χ, ентропiї S, теплоємностi C та iнших величин,
використовуючи вiдомi спiввiдношення:

σ̄ = −
(

∂F

dh

)

T

, χ =
(

∂σ̄

∂h

)

T

,

S = −∂F

∂T
, C = −T

∂2F

∂T 2
. (2.6)
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Обмежимось у розкладi (2.4) доданками, пропорцiй-
ними до σ̄4. Для випадку a4 > 0 отримуємо

σ̄ =
{

h/2a2, T > Tc,
m0 + h/(8m2

0a4), T < Tc,
(2.7)

де

m0 = (−a2/2a4)
1/2

. (2.8)

Сприйнятливiсть системи має вигляд

χ =
{

[2a′2(T − Tc)]
−1

, T > Tc,

[4a′2(Tc − T )]−1
, T < Tc.

(2.9)

Теплоємнiсть системи залишається сталою величи-
ною i при переходi через значення T = Tc має стри-
бок:

∆C = T 2
c a

′2
2 /2a4. (2.10)

Теорiя Ландау дозволяє також знайти залежнiсть па-
раметра порядку σ̄ вiд поля h при T = Tc. Тут a2 = 0,
i тому

σ̄3 = h/4a4. (2.11)

Використовуючи вирази (2.7)–(2.11), бачимо, що те-
орiя Ландау приводить до класичних значень кри-
тичних показникiв (2.1), однак, поряд iз значеннями
критичних показникiв дозволяє отримати повнi ви-
рази для σ̄, χ, C тощо. З фiзичної точки зору теорiя
Ландау не бере до уваги флуктуацiй параметра по-
рядку, i це є однiєю з її вад. У бiльш глобальному
планi такий пiдхiд є математично хибним при пряму-
ваннi температури T до Tc. Добре вiдомо, що ряд (2.4)
поблизу ТФП є некоректним, оскiльки коефiцiєнти
розкладу a2, a4, a6 є неаналiтичними функцiями тем-
ператури. Припущення про можливiсть розкладу в
ряд поблизу ТФП вiльної енергiї виявляється неефе-
ктивним поблизу точки фазового переходу. Незважа-
ючи на такi обмеження, теорiя Ландау i зараз вiдiграє
суттєву роль в описi фазових переходiв. Перш за все,
це стосується об’єктiв (надпровiдники, деякi ферома-
гнiтнi та фероелектричнi матерiали) з малим числом
Гiнзбурга [43]. Флуктуацiї вiдiграють суттєву роль в
дiапазонi |τ | ≤ ξT , де

τ =
T − Tc

Tc
, (2.12)

а величина ξT залежить вiд типу системи. Так, для
критичної точки надпровiдника ξT ∼ 10−15. Для λ-
точки He4 маємо ξT ∼ 0, 3 [4]. Для одних систем

вплив флуктуацiй спостерiгається в дуже вузькому
дiапазонi температур поблизу Tc. Для iнших систем,
зокрема, магнетикiв, вплив флуктуацiй є суттєвим у
порiвняно широкiй областi температур. У зв’язку з
цим виникає необхiднiсть вдосконалення методiв опи-
су фазового переходу. Вiн здiйснюється, як правило,
з використанням модельних гамiльтонiанiв. Загаль-
ний вигляд такого гамiльтонiана було запропоновано
в роботах Г. Стенлi [5]:

H = −J
∑

<ij>

S
(N)
i S

(N)
j −

∑

i

HS
(N)
i , (2.13)

де спiни S
(N)
i – N -вимiрнi одиничнi вектори, J – енер-

гiя взаємодiї найближчих сусiдiв. Скалярний добуток
в (2.13) має вигляд

∑N
n=1 SinSjn. Ця модель i сього-

днi використовується пiд час опису фазових перехо-
дiв. При значеннi N = 1 отримуємо модель Iзiнга,
яка добре описує критичну поведiнку однокомпонен-
тної рiдини, бiнарного сплаву чи сумiшi. У випадку
N = 2 отримуємо модель плоского ротатора або вi-
дому модель Вакса–Ларкiна [44]. Така модель описує
λ-перехiд в бозе-рiдинi. При N = 3 маємо класичну
модель Гайзенберга, яка придатна для опису ферома-
гнетикiв та антиферомагнетикiв. Звичайно, що при
N > 3 гамiльтонiан (2.13) також описує певнi мо-
дельнi системи, однак залишається питання про ана-
лог вiдповiдної фiзичної системи. Проте, виявилося
[45], що у випадку N → ∞ модель (2.13) має до-
сить простий розв’язок навiть для тривимiрної ґра-
тки. У цьому вiдношеннi iснуючий розв’язок близь-
кий до сферичної моделi Берлiна–Каца [46], яка та-
кож має розв’язок при d = 3, однак не вiдповiдає
вимогам до реальних фiзичних систем. Про це свiд-
чать, зокрема, значення критичних показникiв згада-
них вище точних розв’язкiв.

Невiдповiднiсть класичних значень критичних по-
казникiв i даних експерименту зумовило iнтенсивнi
дослiдження критичних явищ, починаючи з 70-х ро-
кiв минулого столiття. З цього часу було розвинуто
низку пiдходiв до уточнення їхнiх значень. Одним iз
перших став метод ε-розкладу (ε = 4 − d, d – вимiр-
нiсть простору) [47–49]. Iдея цього методу зрозумiла
i проста. Вiдомо, що для моделей, вимiрнiсть яких
d > 4, ряд теорiї збурень в гаусовому наближеннi спi-
нових флуктуацiй не є розбiжним. Тому для значень
d, близьких до 4, параметр ε набуває малих значень, i
є надiя отримати добрi результати для таких систем.
Провiвши вiдповiднi розрахунки, вважаючи ε ¿ 1, в
остаточних результатах формально можна покласти
ε = 1 i отримати значення критичних показникiв для
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тривимiрної системи. У роботi [50] було отримано роз-
клад до доданкiв, якi пропорцiйнi до ε3, а в [51] цi ря-
ди були продовженi до ε5. Отриманi результати про-
демонстрували асимптотичний характер ε-ряду. Ви-
користання процедури пересумовування за допомо-
гою технiки Паде–Бореля в [52] дозволило отримати
досить точнi значення критичних показникiв.

Метод ε-розкладу залишається i нинi надзвичайно
продуктивним для цiлої низки моделей статистичної
фiзики. Вiн використовує гамiльтонiан Гiнзбурга–
Ландау:

H =
∫

ddx

[
1
2

(∇ϕ(x))2 +
1
2
mϕ2(x)+

+
1
4
gϕ4(x)−Hϕ(x)

]
(2.14)

для моделi n-компонентних спiнiв в d-вимiрному про-
сторi. По сутi, тут записано розклад у ряд за степе-
нями параметрiв ϕ(x) та ∇ϕ(x), i до уваги взято де-
кiлька членiв розкладу. Коефiцiєнт m бiля ϕ2(x) вва-
жається пропорцiйним до τ (як i в теорiї Ландау), а
g – деяка стала величина. Останнiй доданок в (2.14)
враховує наявнiсть зовнiшнього поля H. Вважається,
що гамiльтонiан (2.13) еквiвалентний представленню
(2.14) з точки зору опису критичних явищ. Слiд вiд-
значити два основних моменти стосовно (2.14). Пер-
ший з них пов’язаний iз компонентнiстю параметра
порядку n, другий – iз вимiрнiстю системи d. Як вста-
новлено на сьогоднi, саме вiд цих величин залежать
значення критичних показникiв. Крiм того, на їхню
величину впливає симетрiя гамiльтонiана (наявнiсть
крiм ϕ4(x) доданкiв (ϕ2(x))2 або присутнiсть в магнi-
тнiй матрицi немагнiтних включень [53, 54]. Кожна
з таких систем належить до певного класу унiвер-
сальностi, в межах якого критичнi показники є не-
змiнними. Так, до класу унiверсальностi моделi Iзiн-
га належить також критична точка рiдина–газ, точка
розшарування бiнарних сумiшей тощо. Наведемо для
iлюстрацiї методу ε-розкладу значення деяких кри-
тичних показникiв для систем з однокомпонентним
параметром порядку:

γ = 1 +
1
6
ε +

25
324

ε2 + 0(ε3),

2β = 1− 1
3
ε +

1
81

ε2 + 0(ε3),

δ = 3
(

1 +
1
3
ε +

25
162

ε2
)

+ 0(ε3). (2.15)

Легко бачити, що при ε = 1 (що вiдповiдає випадку
d = 3) маємо суттєве вiдхилення значень γ, β та δ
вiд їхнiх класичних значень i наближення до даних
експерименту. Крiм критичних показникiв цей метод
дозволяє отримати вираз для рiвняння стану [55–57],
знайти вiдношення критичних амплiтуд [58], розраху-
вати деякi iншi унiверсальнi характеристики багатьох
моделей. Схема розрахунку критичних показникiв у
виглядi ε-розкладу носить назву безмасової теорiї по-
ля. Така назва пов’язана з тим, що ренормування вiд-
бувається при m = 0 та при ненульовому значеннi
iмпульсу. Кiнцевi результати не залежать вiд значе-
ння iмпульса, що свiдчить про наявнiсть масштабної
iнварiантностi. Безмасова теорiя поля працює безпо-
середньо при T = Tc, оскiльки обернена сприйнятли-
вiсть, яка є аналогом маси в теорiї поля, обертається
на нуль. Ця теорiя, однак, має серйознi проблеми, на
якi звернув увагу Симанзiк [59]. Мова йде про iнфра-
червонi сингулярностi певних дiаграм, усунення яких
вимагає введення додаткових гiпотез. Як вдосконале-
ння цiєї теорiї Парiзi було запропоновано так звану
масивну теорiю поля [60]. Вона не має вказаної вище
проблеми i використовує фiксовану вимiрнiсть про-
стору d = 3. У цiй теорiї ренормування вiдбувається
при нульових значеннях iмпульсу та вiдмiннiй вiд ну-
ля масi. Це означає, що виникає можливiсть вести
опис в околi температури Tc. Отримання остаточно-
го результату досягається пiд час прямування маси
(оберненої сприйнятливостi) до нуля. На сьогоднi да-
ний метод дозволяє отримувати значення критичних
показникiв iз великою ступiнню точностi. Так, в [61]
наведено результати розрахунку критичних показни-
кiв у шестипетлевому наближеннi для вимiрностi па-
раметра порядку n = 0; 1; 2; 3. На жаль, ряди масив-
ної теорiї мають також асимптотичний характер. Ця
проблема вирiшується шляхом їхнього пересумовува-
ння за допомогою методу Паде–Бореля, що успiшно
було здiйснено в роботi [62].

Використання теоретико-польових методiв розра-
хунку передбачає використання гамiльтонiанiв типу
(2.14), в яких вважається, що коефiцiєнт поблизу
ϕ2(x) є пропорцiйним до τ . Це без сумнiву елемент
феноменологiї, оскiльки сама модель включає тем-
пературу фазового переходу Tc. Бiльш послiдовний
пiдхiд передбачає розрахунок Tc як деякої особливої
температури, при якiй спонтанно виникає параметр
порядку, чи має мiсце аномальний рiст сприйнятли-
востi, теплоємностi чи iншої фiзичної величини. Крiм
того, в теоретико-польових пiдходах до опису кри-
тичних явищ виникає ще одна проблема. Всi вони,
як i метод ε-розкладу, ґрунтуються на використаннi
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Т а б л и ц я 1. Значення критичних показникiв O(N) моделей з методу ε-розкладу [77]

N 0 1 2 3
γ(free) 1,1575±0,0060 1,2355± 0,0050 1,3110± 0,0070 1,3820± 0,0090
γ(bc) 1,1571±0,0030 1,2380± 0,0050 1,317 1,392

ν(free) 0,5875±0,0025 0,6290± 0,0025 0,6680± 0,0035 0,7045± 0,0055
ν(bc) 0,5878±0,0011 0,6305± 0,0025 0,671 0,708

η(free) 0,0300±0,0050 0,0360± 0,0050 0,0380± 0,0050 0,0375± 0,0045
η(bc) 0,0315±0,0035 0,0365± 0,0050 0,0370 0,0355

β(free) 0,3025±0,0025 0,3257± 0,0025 0,3465± 0,0035 0,3655± 0,0035
β(bc) 0,3032±0,0014 0,3265± 0,0015

ω 0,828±0,023 0,814± 0,018 0,802 ± 0,018 0,794 ± 0,018
θ 0,486±0,016 0,512± 0,013 0,536 ± 0,015 0,559 ± 0,017

в ролi базового гаусового розподiлу флуктуацiї па-
раметра порядку. Наявнi в цих теорiях розклади є
асимптотичними при наближеннi температури до Tc,
оскiльки вiдомо [5], що дисперсiя гаусового розподi-
лу прямує до безмежностi при наближеннi до кри-
тичної точки. Використання пiд час побудови теорiї
негаусових розподiлiв флуктуацiй дозволяє уникну-
ти рiзного роду неаналiтичностей, пов’язаних iз ви-
бором методу розрахунку, а не з фiзикою задачi. То-
му в останнiй час розвинувся ще один альтернатив-
ний до теорiї збурень напрямок. Вiн отримав назву
непертурбативного пiдходу до опису фазових перехо-
дiв. Iдея такого пiдходу була запропонована у робо-
тi [63]. Вiн не потребує використання якихось малих
параметрiв, що необхiднi в теорiї збурень. Суть не-
пертурбативного пiдходу полягяє в поетапному огру-
бленнi шкали далекосяжних взаємодiй. Вiдбувається
поступовий перехiд вiд мiкроскопiчної вiльної енер-
гiї системи до її макроскопiчного аналога. В осно-
вi методу є iнтегродиференцiальне рiвняння [64, 65].
Складнiсть отримання розв’язкiв цього (точного) рiв-
няння спонукала до пошуку низки наближень. Най-
простiшим з них є так зване наближення локального
потенцiалу [66,67], яке передбачає квадратичну зале-
жнiсть вiд хвильового вектора ефективного гамiльто-
нiана системи. Сам гамiльтонiан має вигляд полiномi-
ального ряду за скалярними полями, якi не залежать
вiд хвильового вектора. Наслiдком такого наближе-
ння є нульове значення критичного показника для
кореляцiйної функцiї (η = 0). Залежно вiд порядку
наближення (кiлькостi членiв полiномiального ряду)
значення критичного показника кореляцiйної довжи-
ни ν змiнюється вiд 0,527 до 0,759 [68]. У межах цьо-
го пiдходу здiйснювалося також врахування iмпуль-
сної залежностi ефективного гамiльтонiана. При цьо-
му η 6= 0, однак таке уточнення породжує ряд дода-
ткових параметрiв, якi не мають на сьогоднi строго-
го фiзичного чи математичного обґрунтування [69].

Наявнiсть поля в цьому пiдходi приводить до вини-
кнення асиметричної частини в полiномi ефективного
гамiльтонiана [70]. Найбiльш повний огляд робiт, при-
свячених непертурбативному пiдходу, можна знайти
в [71, 72]. Слiд, однак, зауважити, що поряд iз суттє-
вими успiхами цей пiдхiд має низку недолiкiв. Серед
них – присутнiсть рiзного роду параметрiв, вiдносно
вiльна процедура вибору способу обрiзання хвильо-
вого вектора. Вiдкритим залишається питання про
збiжнiсть розкладiв за змiнною хвильового вектора.
Основним моментом є те, що розв’язки можна знайти
лише за допомогою числових методiв, що ускладнює
розумiння фiзики процесу фазового переходу. На да-
ний час вiдомi результати числових розрахункiв зна-
чень критичних показникiв рiзноманiтних модельних
систем. Це високо- та низькотемпературнi розклади
[73, 74], данi методу Монте-Карло [75, 76] та ряд iн-
ших. Усi вони приводять до результатiв для крити-
чних показникiв, якi добре узгоджуються мiж собою.

Для iлюстрацiї наведемо значення деяких крити-
чних показникiв для O(N) моделей фазового перехо-
ду (N -вимiрнiсть параметра порядку) iз роботи [77]
пiд час використання методу ε-розкладу (табл. 1) та
результатiв теоретико-польового пiдходу при фiксо-
ванiй d = 3 вимiрностi простору (табл. 2). Як легко
зауважити, данi цих таблиць узгоджуються з висо-
кою ступiнню точностi. Експериментальнi данi сут-
тєво поступаються точностi наведених розрахункiв.

Актуальною на сьогоднi проблемою при описi кри-
тичних явищ є розвиток загальної теорiї, яка б (по-
ряд iз розрахунком значень критичних показникiв та
деяких iнших унiверсальних характеристик моделей)
дозволила отримати явнi вирази для фiзичних вели-
чин подiбно до класичних теорiй. Найбiльш розви-
нутою в цьому вiдношеннi є скейлiнгова теорiя, яка
суттєво використовується при розрахунку критичних
показникiв. В основi скейлiнгової теорiї лежить гiпо-
теза подiбностi, запропонована в роботах [15–18], та
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Т а б л и ц я 2. Значення критичних показникiв O(N) моделей з теоретико-польового пiдходу при d = 3 [77]

N 0 1 2 3
γ 1,596±0,0020 1,2396± 0,0013 1,3169± 0,0020 1,3895± 0,0050
ν 0,5882±0,0011 0,6304± 0,0013 0,6703± 0,0015 0,7073± 0,0035
η 0,0284±0,0025 0,0335± 0,0025 0,0354± 0,0025 0,0355± 0,0025
β 0,3024±0,0008 0,3258± 0,0014 0,3470± 0,0016 0,3662± 0,0025
α 0,235±0,003 0,109± 0,004 −0,011 ± 0,004 −0,122 ± 0,010
ω 0,812±0,016 0,799± 0,011 0,789 ± 0,011 0,782 ± 0,0013

θ = ων 0,478±0,010 0,504± 0,008 0,529 ± 0,009 0,553 ± 0,012

схема побудови ефективних спiнових блокiв Кадано-
ва [17]. Вона полягає в такому. Розглядається проста
кубiчна ґратка в моделi Iзiнга (2.13), де c – стала ґра-
тки. Вихiдна ґратка розбивається на блоки з лiнiйни-
ми розмiрами s · c, де s – довiльне число (s > 1). Тодi
замiсть N -вихiдних вузлiв iз перiодом c отримуємо N1

вузлiв (N1 = Ns−d) з перiодом c1(c1 = c · s), кожен
з яких мiстить sd спiнiв. Якщо система знаходиться
поблизу ТФП, то кореляцiйна довжина такої систе-
ми ξ є великою i ξ À s · c. Кожен ефективний спiн
поводитиме себе подiбно до початкового спiну (буде
орiєнтований “вгору” або “вниз”). Така поведiнка буде
спостерiгатися лише за умови sc ¿ ξ, тобто поблизу
ТФП. Тодi гамiльтонiан системи ефективних спiнiв
не змiнює своєї форми, а iншими в (2.13) стають
лише параметри J та h. Нехай для блочної ґратки
мають мiсце ефективнi параметри J̃ та h̃, чому вiд-
повiдають деякi перенормованi температура τ̃ та поле
h̃. Якщо однакову форму мають гамiльтонiани, то це
ж стосується також термодинамiчних функцiй обох
моделей. Так, для вiльної енергiї F маємо

Fs(τ̃ , h̃) = sdF (τ, h). (2.16)

У лiвiй частинi рiвностi маємо вiльну енергiю блочної
ґратки Fs(τ̃ , h̃). Величина F (τ, h) описує вiльну енер-
гiю початкової ґратки. Величини τ̃ та h̃ пов’язанi з τ
та h спiввiдношеннями

τ̃ = syτ τ, h̃ = syhh, (2.17)

де yτ та yh – довiльнi числа, якi пов’язанi з крити-
чними показниками

yt =
1
ν

, yh =
1
µ

. (2.18)

Тут ν – критичний показник кореляцiйної довжини
при вiдсутностi поля

ξ = ξ±|τ |−ν , (2.19)

а µ – критичний показник цiєї ж величини при T =
Tc:

ξ = ξ(c)h−µ. (2.20)

Вiдомо, що µ = ν/βδ, де β та δ – критичнi показники
(температурний та польовий) параметра порядку M .
При H = 0 та T < Tc маємо спiввiдношення

M = B(−τ)β , (2.21)

яке визначає температурну поведiнку параметра по-
рядку, а у випадку T = Tc маємо критичний показник
δ:

M = B(c)h1/δ, (2.22)

який характеризує польову залежнiсть параметра по-
рядку при температурi T = Tc. Величини B та B(c)

носять назву критичних амплiтуд. Наведенi вище ви-
рази дозволяють записати скейлiнгову форму запису
сингулярної частини вiльної енергiї поблизу ТФП у
виглядi

F (τ, h) = s−dFs (sytτ, syhh) . (2.23)

Параметр теорiї s є довiльним, однак не може переви-
щувати кореляцiйної довжини системи. Тому, побли-
зу ТФП, як правило, розглядається два характерних
значення величини s. Перше з них передбачає вико-
нання умови |sytτ | = 1, що еквiвалентне до значення
параметра s = sτ :

sτ = |τ |−1/yt = |τ |−ν . (2.24)

У цьому випадку рiвнiсть (2.23) набуває вигляду

F (τ, h) = |τ |dνfs

(
1,

h

|τ |βδ

)
. (2.25)

Перший множник описує поведiнку вiльної енергiї си-
стеми у випадку малих значень поля, вiрнiше при ма-
лих значеннях величини:

α0 =
h

|τ |βδ
. (2.26)

Другий множник fs носить назву скейлiнгової фун-
кцiї вiльної енергiї. Вiн залежить лише вiд вiдношен-
ня приведеного магнiтного поля h до температурного
поля:

h′c = |τ |βδ. (2.27)
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Прямої залежностi вiд τ чи h функцiя fs не має. Дру-
ге характерне значення параметра s пов’язане iз умо-
вою syhh = 1. Це вiдповiдає значенню s = sh, де

sh = h
− 1

yh = h−µ. (2.28)

При такому виборi параметра s для вiльної енергiї
(2.23) отримуємо вираз

F (τ, h) = h
dν
βδ fs

( τ

h1/βδ
, 1

)
. (2.29)

Очевидно, що таке представлення справедливе для
великих значень поля, точнiше для малих значень ар-
гументу:

z =
τ

h1/δβ
. (2.30)

Легко зауважити, що величини z та α0 є взаємнообер-
неними z = α

−1/δβ
0 .

Представлення вiльної енергiї (2.25) та (2.29) є ба-
зовими в скейлiнговiй теорiї. Залежно вiд спiввiдно-
шення мiж величинами τ та h використовується одне
або iнше. Зокрема, у випадку вiдсутностi зовнiшньо-
го поля має мiсце залежнiсть (2.25). За наявностi по-
ля (h 6= 0) по мiрi наближення до Tc представлення
(2.29) є бiльш перспективним, оскiльки будь-яке мале
поле при наближеннi T до Tc стає суттєвим (величина
z прямує до нуля).

Тут описано загальновживанi значення параметра
s, якi, однак, є дещо специфiчними. Як легко бачити
iз (2.24) та (2.28), кожне з них пропорцiйне до коре-
ляцiйної довжини системи. Перше sτ вiдповiдає ви-
падку h = 0, хоча система формально перебуває в
зовнiшньому полi. Про це свiдчить наявнiсть в (2.25)
величини α0. Друге значення sh також пропорцiйне
до кореляцiйної довжини при T = Tc, хоча знову ж
таки система розглядається як функцiя τ (z 6= 0). Як
буде показано нижче, величина sτ перевищує коре-
ляцiйну довжину системи за умови h 6= 0. Величина
sh є також бiльшою за кореляцiйну довжину, якщо
τ 6= 0. Тому вибiр параметра s iз умов (2.24) та (2.28)
є, взагалi-то, проблематичним.

Актуальною у зв’язку з цим стає задача розрахун-
ку бiльш загального виразу для статистичної суми
(вiльної енергiї), де би залежностi (2.25) та (2.29) об’-
єднувалися i не передбачали б порушення умов sτ > ξ
та sh > ξ, як це було розглянуто вище. Як легко пе-
реконатися iз (2.23), не iснує такого значення s, яке
б дозволило записати вирази (2.25) та (2.29) сумiсно.
Вони отриманi для дiаметрально протилежних гра-
ничних випадкiв. Виявляється, що використовуючи

певнi спрощення в розрахунках, можна знайти яв-
ний вигляд для вiльної енергiї 3D iзiнгоподiбної моде-
лi за наявностi поля, який справедливий при довiль-
них значеннях поля. Вiн є певною комбiнацiєю вира-
зiв (2.25) та (2.29) i отримується на мiкроскопiчному
рiвнi строгостi. Одним iз наслiдкiв такого пiдходу є
можливiсть отримання явного вигляду скейлiнгової
функцiї fs.

Ще одним досягненням скейлiнгової теорiї є роз-
рахунок рiвняння стану. На сьогоднi вiдомо декiлька
представлень такого рiвняння для 3D iзiнгоподiбних
систем [78–80]. Найпростiше з них має вигляд

H = DcM
δ. (2.31)

Воно вiдповiдає виразу (2.22) та описує випадок T =
Tc. Критичнi амплiтуди B(c) та Dc пов’язанi мiж со-
бою простим спiввiдношенням Dc = (B(c))−δ. Для ви-
падку T 6= Tc рiвняння стану (2.31) має бути змiне-
но. Узагальненням займалися три групи дослiдникiв
[7]. Серед них Вiдом [81], Домб та Хантер [82], Па-
ташинський та Покровський [18]. Результати дослi-
джень були узагальненi в роботi [83] як рiвняння ста-
ну феромагнетика:

H = M δf(x), (2.32)

де f(x) – деяка аналiтична функцiя аргументу

x = τM−1/β . (2.33)

Для скейлiнгової функцiї f(x) мають мiсце стандар-
тнi граничнi умови:

f(0) = 1, f(−1) = 0. (2.34)

Перша з них вiдповiдає випадку T = Tc та приводить
до залежностi (2.22), друга описує випадок H = 0
та трансформує рiвняння (2.32) в залежнiсть (2.21)
внаслiдок умови x = −1. Зауважимо, що рiвняння
стану (2.32) є, по сутi, нелiнiйним рiвнянням для ве-
личини M , яке мiстить невiдому функцiю f(x). Така
форма рiвняння стану вiдповiдає феноменологiчному
пiдходу, оскiльки мiстить намагнiченiсть M як неза-
лежну змiнну. З мiкроскопiчної точки зору величина
M є функцiєю температури та поля. У зв’язку з цим
бiльш коректно записувати рiвняння стану у виглядi

M = h1/δfG(z), (2.35)

де використовуються такi позначення [80]:

h̄ = H/H0, τ̄ = τ
Tc

T0
, z =

τ̄

h̄1/βδ
. (2.36)
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Тут H0 = Dc, T0 = B−1/βTc, fG(z) – деяка скейлiн-
гова функцiя, яка не залежить вiд намагнiченостi си-
стеми. Аргумент цiєї функцiї z залежить вiд спiввiд-
ношення мiж вiдносною температурою τ та значен-
ням зовнiшнього поля. Величини H0 та T0 є деякими
сталими нормування.

Умови нормування скейлiнгової функцiї f(x) iз
(2.32) можна переписати для функцiї fG(x). Вони ма-
ють вигляд

fG(0) = 1 (2.37)

для випадку T = Tc, та

lim
z→−∞

fG(z) = (−z)β (2.38)

для випадку h → 0, якщо T < Tc. Вигляд самої скей-
лiнгової функцiї обчислюється за допомогою як те-
оретичних, так i числових методiв. Серед теорети-
чних методiв вивчення рiвняння стану слiд вiдзна-
чити метод ε-розкладу [57], використання теоретико-
польових пiдходiв [79, 84]. Слiд згадати так звану па-
раметричну форму запису рiвняння стану. Така фор-
ма вiдома ще з роботи [85]. Дослiдження останнiх ро-
кiв [84] показали добре узгодження цього рiвняння з
даними числових розрахункiв [80]. Згаданi вище ме-
тоди ґрунтуються на використаннi рiвняння (2.32) чи
(2.35) як найбiльш загальної форми запису цього рiв-
няння. Основне завдання цих розрахункiв полягає у
вивченнi поведiнки тiєї чи iншої скейлiнгової функцiї.

Актуальним залишається прямий спосiб розрахун-
ку рiвняння стану. Результатом такого пiдходу перед-
бачається отримання загального вигляду скейлiнго-
вої функцiї fG(z), а не її розкладiв за прямими чи
оберненими степенями аргументу z. Крiм того, пря-
мий метод розрахунку приводить (як це показано
нижче) до бiльш загального вигляду рiвняння стану,
нiж (2.35). Останнє є лише граничним випадком за-
гального рiвняння, що вiдповiдає великим значенням
поля.

3. Метод розрахунку статистичної суми 3D
iзiнгоподiбної моделi поблизу ТФП за
наявностi поля

На даний час iснує декiлька пiдходiв до опису кри-
тичної поведiнки систем. Серед них аналiтичнi мето-
ди, що приводять до класичних значень критичних
показникiв. Такi методи не описують фiзичних ве-
личин поблизу точки фазового переходу, оскiльки в
той чи iнший спосiб не враховують флуктуацiйних
ефектiв. Переваги цих методiв полягають у тому, що

вони дозволяють проводити розрахунки, починаю-
чи iз гамiльтонiана системи, зокрема, використову-
ючи (2.13). В результатi отримуємо iнформацiю про
поведiнку системи з певним розмiщенням частинок
та визначеними взаємодiями мiж ними. В теоретико-
польовому пiдходi, де вдається отримати правиль-
нi значення критичних показникiв, вихiдним є га-
мiльтонiан Гiнзбурга–Ландау (2.14). Його зв’язок iз
(2.13) характеризується коефiцiєнтами m та g. Для
розрахунку значень критичних показникiв абсолю-
тно неважливо, яких початкових значень набувають
величини m та g. Щоб вираз (2.14) описував фазо-
вий перехiд, достатньо припустити, що m ∼ τ . При
бiльш детальному розглядi виявляється, що вирази
(2.13) та (2.14) пов’язанi мiж собою цiлком конкре-
тними спiввiдношеннями. Мiркування стосовно цього
можна знайти в [5,49]. Подiбний перехiд пов’язаний iз
розрахунком якобiана переходу вiд спiнових змiнних
si до польових (колективних) змiнних ϕ(x). Вперше
розрахунок такого якобiана з використанням строго-
го математичного пiдходу виконано I.Р. Юхновським
та учнями [19, 20]. Як було показано в цих роботах,
розподiл флуктуацiй параметра порядку зображає-
ться у виглядi полiнома за колективними змiнними
(КЗ) ρk в показнику експоненти з цiлком визначени-
ми значеннями коефiцiєнтiв. Iдея цього пiдходу бу-
ла використана згодом для опису фазового переходу
в бiнарних розчинах [86, 87], при побудовi квантово-
статистичної теорiї невпорядкованих систем [88], для
опису фазового переходу в сегнетоелектричних спо-
луках [89].

Використовуючи результати робiт [29–32], запише-
мо функцiональне представлення моделi Iзiнга в зов-
нiшньому полi h:

Z = Z0

∫
(dη)N0 exp

[
a1

√
N0η0 − 1

2

∑

k∈B0

d(k)ηkη−k−

−a4

4!
N−1

0

∑
k1,...,kn
ki∈B0

ηk1 . . . ηk4δk1+...+k4

]
. (3.1)

Тут використано наближення моделi η4, хоча це не-
принципово. Узагальнення на випадок вищих моде-
лей η2m можна виконати подiбно до [28]. Iнтегруван-
ня в (3.1) вiдбувається за N0 колективними змiнними
(КЗ) (N0 = Ns−d

0 , N – число частинок, s0 – пара-
метр моделi (s0 > 1) [29, 33]) ηk = ηc

k − iηs
k, дiйсна

та уявна частини яких набувають значень iз областi
дiйсних чисел [5]. Тут змiннi ηk пов’язанi з модами
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коливань спiнового моменту та мiстять змiнну η0, се-
реднє значення якої безпосередньо пов’язане з нама-
гнiченiстю в моделi Iзiнга [5]. Завдяки цьому фазовий
простiр КЗ є природним для опису фазового перехо-
ду. Надалi пiд флуктуацiями параметра порядку бу-
демо розумiти розподiл за змiнними iнтегрування в
(3.1). Зауважимо, що опис подiй поблизу точки фазо-
вого переходу другого роду передбачає використання
негаусового розподiлу флуктуацiй. На вiдмiну вiд ча-
сто вживаного гаусового розподiлу негаусовий розпо-
дiл дозволяє уникнути розбiжних внескiв суто мате-
матичного характеру до фiзичних величин. Природа
цiєї розбiжностi пов’язана iз прямуванням до безме-
жностi дисперсiї гаусового розподiлу при наближеннi
до точки фазового переходу [8]. Елемент об’єму фа-
зового простору КЗ має вигляд

(dη)N0 = dη0

∏

k∈B0

′
dηc

kdηs
k,

де штрих бiля знака добутку означає, що k > 0. Ве-
личина d(k) включає фур’є-образ Φ(k) деякого коро-
ткосяжного потенцiалу взаємодiї [32, 33]:

d(k) = ã2 − βΦ(k), (3.2)

тут β – обернена температура, ã = a2 + βΦ(0)Φ̄, а Φ̄
– параметр потенцiалу взаємодiї [8, 28]. Для коефiцi-
єнтiв an в [29, 41] отримано вирази

a1 = s
d/2
0 h,

a2 = 1− ε′ +
2
3
ε′2,

a4 = 2ε′(1− 3ε′), (3.3)

де h = βH, ε′ = s−d
0 . Розглядається випадок d = 3.

Величина ε′ використовується як малий параметр,
оскiльки параметр s0 набуває великих значень (s0 ≥
2). Зауважимо, що опис фазового переходу суттєво
залежить вiд вимiрностi простору. Так, при d ≥ 4 у
ролi базового можна використовувати гаусовий роз-
подiл флуктуацiй. При d = 3 базовим є четверний
розподiл типу (3.1). Для вимiрностi простору d = 2 не
iснує базового розподiлу флуктуацiй типу (3.1) навiть
при включеннi доданкiв пропорцiйних вищим степе-
ням змiнної ηk [5]. Лише використання безмежного
полiномiального ряду за степенями змiнної ηk вiд-
повiдає коректному базисному розподiлу. Це означає
[5], що у випадку d = 2 задача повинна мати точний

розв’язок. Такий розв’язок для моделi Iзiнга за вiд-
сутностi зовнiшнього поля знайдено Онзагером.

Для фур’є-образу потенцiалу взаємодiї Φ(k) вико-
ристовується така апроксимацiя:

Φ(k) =

{
Φ(0)(1− 2b2k2), k ∈ B0,

Φ0 = Φ(0)Φ̄, k ∈ B\B0,
(3.4)

де стала величина Φ̄ ≤ 1. Дiапазон значень хвильо-
вого вектора k ∈ B визначає першу зону Брiллюена
простої кубiчної ґратки з перiодом c:

B =
{
k = (kx, ky, kz)|ki = −π

c
+

π

c

ni

Ni
,

ni = 1, 2, . . . , 2Ni, i = x, y, z
}

, (3.5)

де N = NxNyNz – загальне число вузлiв ґратки, а
область значень

B0 =
{
k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

π

c0

ni

N0i
,

ni = 1, 2, . . . , 2N0i, i = x, y, z
}

, (3.6)

де N0 = N0xN0yN0z – вiдповiдає першiй зонi Брiллю-
ена для такої ж ґратки з перiодом c0 = cs0. Пара-
метр s0 вибирається з умови, яка забезпечує парабо-
лiчну апроксимацiю фур’є-образу деякого короткося-
жного потенцiалу ΦG(k) в областi значень k ∈ B0 ти-
пу Φ(0)(1− const k2). Так, для експонентно-спадного
потенцiалу Φ(r) = A exp(−r/b) маємо такий фур’є-
образ:

ΦG(k) = Φ(0)(1 + b2k2)−2, (3.7)

де Φ(0) = A8π(b/c)3. При достатньо малих значеннях
k ∈ B0 вираз (3.7) досить добре описується парабо-
лiчною апроксимацiєю. Подiбна ситуацiя спостерiга-
ється для потенцiалу взаємодiї найближчих сусiдiв,
який традицiйно використовується пiд час опису фа-
зових переходiв. Зрозумiло, що для цього потенцiалу
s0 > 2.

Основний внесок у фiзичнi характеристики систе-
ми поблизу точки фазового переходу здiйснюється за
рахунок врахування довгохвильових флуктуацiй па-
раметра порядку. Тому врахування явної залежностi
вiд хвильового вектора особливо важливе для дiапа-
зону k ∈ B0. Що стосується великих значень хвильо-
вих векторiв k ∈ B\B0, то для опису критичної по-
ведiнки системи тут достатньо обмежитись для Φ(k)
деяким постiйним значенням Φ0.
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Умовою застосовностi параболiчної апроксимацiї
для (3.7) є спiввiдношення

Φ(B0) = Φ(0)(1− 2b2B2
0) ≥ α′Φ(0), (3.8)

де B0 = B/s0 (тут B = π/c – границя пiвзони
Брiллюена B, а параметр α′ змiнюється в iнтервалi
0 ≤ α′ ≤ Φ̄). Для величини Φ̄ маємо

Φ̄ = 〈ΦG(k)〉+ Φ∞, (3.9)

де 〈ΦG(k)〉 – середнє значення (3.7) для k ∈ B\B0,
а стала Φ∞ визначає асимптотику температури фа-
зового переходу в границi b/c → ∞. Величина Z0 iз
(3.1) має вигляд [29]:

Z0 = 2N (chh)N exp
(

1
2
NβΦ(0)Φ̄

)
. (3.10)

Розрахунок (3.1) здiйснюватимемо, використовую-
чи iдею конструювання блочних ґраток [17], вiдпо-
вiдно до гiпотези Каданова [90]. Першу реалiзацiю
цiєї гiпотези на мiкроскопiчному рiвнi було здiйсне-
но в роботах К. Вiльсона [49, 91]. Шляхом послiдов-
ного виключення з розгляду змiнних ηk iз великими
значеннями хвильових векторiв (так звана процеду-
ра згладжування) йому вдалося в такий спосiб побу-
дувати послiдовнiсть ефективних блочних ґраток та
встановити закон їхньої еволюцiї. Основною ланкою
проведених розрахункiв стали рекурентнi спiввiдно-
шення (РС) мiж коефiцiєнтами розподiлiв флуктуа-
цiй параметра порядку двох сумiжних блочних стру-
ктур. Поряд iз безсумнiвним успiхом пiдходу Вiльсо-
на вiн мав суттєвий недолiк. Виконання процедури
згладжування здiйснювалося з використанням гаусо-
вого розподiлу флуктуацiй. У даний час достовiрно
встановлено [5], що такий пiдхiд не дозволяє вико-
нати коректний розрахунок статистичної суми три-
вимiрної статистичної системи з реалiстичним потен-
цiалом взаємодiї поблизу точки фазового переходу.
Використання гаусового розподiлу флуктуацiй у ролi
базисного дає незадовiльний опис фазового переходу
другого роду (вiльна енергiя та термодинамiчнi хара-
ктеристики, сприйнятливiсть тощо), як це показано,
зокрема, у роботi [8].

Реалiзований у данiй роботi пiдхiд ґрунтується, на
вiдмiну вiд пiдходу Вiльсона, на використаннi негау-
сових базисних розподiлiв флуктуацiй параметра по-
рядку, як це було запропоновано в методi Юхновсько-
го [25]. Це дозволяє усунути з розгляду сингулярно-
стi математичного характеру та описати фiзичнi осо-
бливостi поведiнки системи при наближеннi до точки
фазового переходу h → 0, τ → 0.

Виконаємо поетапний розрахунок виразу для ста-
тистичної суми (3.1). Використаємо для цього резуль-
тати робiт [22,28], де запропоновано аналiтичний спо-
сiб виключення з розгляду змiнних ηk з великими
значеннями хвильових векторiв. На першому етапi
iнтегрування виключається множина змiнних ηk iз
k ∈ B0\B1, де

B1 =
{
k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c1
+

π

c1

ni

N1i
,

ni = 1, 2, . . . , 2N1i, i = x, y, z
}

. (3.11)

Тут c1 = c0s, де параметр s(s > 1) визначає перiод
ефективної блочної ґратки з перiодом c1 > c0, N1 =
N1xN1yN1z – число вузлiв цiєї ґратки, N1 = N0s

−d.
Зауважимо, що значення параметра s вiдрiзняється
вiд s0 тим, що вiн може набувати довiльних значень,
бiльших вiд одиницi. На вiдмiну вiд s параметр s0

є фiксованим для кожної конкретної фiзичної систе-
ми i визначається виглядом фур’є-образу потенцiалу
взаємодiї.

Подальший опис процедури виключення з розгля-
ду “несуттєвих” змiнних ηk здiйснюється схематично,
оскiльки це детально описано в [5]. Основну увагу
звернуто на модифiкацiю пiдходу [8], пов’язану iз вiд-
мiннiстю вiд нуля величини Φ̄ iз (3.4).

Загальна методика iнтегрування за ηk iз k ∈ B0\B1

передбачає замiну величини Φ(k) iз (3.4) деяким се-
реднiм значенням Φ(B1, B). При цьому для величини
d(k) iз (3.2) маємо

〈d(k)〉B0\B1 = a2− βΦ(0)(1− Φ̄) + 2βΦ(0)b2〈k2〉. (3.12)

Для простоти подальшого розгляду визначимо 〈k2〉
як середнє арифметичне значення k2 в дiапазонi хви-
льових векторiв k ∈ B0\B1. Маємо

〈k2〉 =
π2

c2
s−2
0

1
2
(1 + s−2).

Тодi

d(B1, B0) = d̃(0) + q, (3.13)

де

d̃(0) = ã2 − βΦ0), ã2 = a2 + βΦ(0)Φ̄,

q = βΦ(0)q̄, q̄ =
1
2
(1 + s−2)(1− α′). (3.14)
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Величина α′ iз (3.8) є додатною сталою. При вико-
наннi числових оцiнок виберемо α′ таким, щоб вико-
нувалася рiвнiсть

q̄ = 0, 5. (3.15)

Для виконання (3.15) необхiдно, щоб α′ = s−2/(1 +
s−2). Вiдповiдно до виконаного вище усереднення
(3.12) коефiцiєнт d(k) має вигляд

d(k) =

{
d(k), k ∈ B1,

d(B1, B0), k ∈ B0\B.
(3.16)

Наближення (3.16) має позитивнi та негативнi наслiд-
ки. З одного боку воно дозволяє виконати в (3.1) iн-
тегрування за змiнними ηk iз k ∈ B0\B1, не вико-
ристовуючи розкладу в ряд доданка, пропорцiйного
до четвертого степеня ηk, як це виконується в мето-
дi ε-розкладу та теоретико-польових пiдходах, а за-
лишаючи його в показнику експоненти. Це дозволяє
уникнути появи нефiзичних розбiжностей, якi наявнi
у випадку використання теорiї збурень за гаусовим
розподiлом, оскiльки в ТФП коефiцiєнт бiля другого
степеня змiнної ηk обертається на нуль, а при T < Tc

стає вiд’ємним, що i є причиною виникнення таких
розбiжностей.

З iншого боку, наближення (3.16) приводить до
обертання на нуль критичного показника кореляцiй-
ної функцiї. Така ж ситуацiя спостерiгається в методi
непертурбативної ренормгрупи при використаннi на-
ближення локального потенцiалу [67]. Щоб отримати
в межах даного пiдходу значення η 6= 0, необхiдно
врахувати поправки на усереднення потенцiалу. Та-
ка методика описана в роботах [5, 8]. Надалi обме-
жимося випадком η = 0, оскiльки основна увага в
даних дослiдженнях придiляється вивченню принци-
пових моментiв схеми опису поведiнки магнетика в
зовнiшньому полi поблизу ТФП.

Результатом поетапного розрахунку статистичної
суми (3.1) для послiдовностi np ефективних блочних
структур є вираз

Z = Z0[Q(d)]N0

(
np∏

n=1

Qn

)
ZLGR, (3.17)

де вiдповiдно до [8] маємо

Q(d) = (2π)1/2 (3/a4)
1/4 exp

(
x2

4

)
U(0, x). (3.18)

Аргумент x функцiї параболiчного цилiндра Вебера
U(0, x) має вигляд

x = d(B1, B0) (3/a4)
1/2

, (3.19)

а для самих функцiй має мiсце iнтегральне представ-
лення

U(a, x) =
2

Γ
(
a + 1

2

) exp
(
−x2

4

) ∞∫

0

t2a×

× exp
(
−xt2 − 1

2
t4

)
dt. (3.20)

Величини Qn являють собою парцiальнi статистичнi
суми n-го рiвня:

Qn = [Q(Pn−1)Q(dn)]Nn , (3.21)

де Nn = N0s
−3n, s – параметр подiлу простору КЗ на

пiдпростори (s ≥ 1),

Q(dn) = (2π)1/2
(
3/a

(n)
4

)1/4

exp
(

x2
n

4

)
U(0, xn),

Q(Pn) = (2π)−1/2

(
a
(n)
4

ϕ(xn)

)1/4

s3/4×

× exp
(

y2
n

4

)
U(0, yn). (3.22)

Для аргументiв xn та yn маємо вирази

xn = dn(Bn+1, Bn)

(
3

a
(n)
4

)1/2

,

yn = s3/2U(xn)
(

3
ϕ(xn)

)1/2

, (3.23)

де

dn(Bn+1, Bn) = a
(n)
2 − βΦ(Bn+1, Bn). (3.24)

Величина Φ(Bn+1, Bn) є середнiм значенням фур’є-
образу потенцiалу (3.4) для значень k ∈ Bn\Bn+1. Тут

Bn =
{
k = (kx, ky, kz)|ki = − π

cn
+

2π

cn

ni

Nni
,

ni = 1, 2, . . . , Nni, i = x, y, z
}

, (3.25)

де cn = c0s
n, Nn = NnxNnyNnz – число вузлiв

n-ої ефективної блочної структури, причому Nn =
N0s

−3n. Для спецiальних функцiй U(t) та ϕ(t) маємо

U(t) = U(1, t)/U(0, t),
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ϕ(t) = 3U2(t) + 2tU(t)− 2. (3.26)

Для величин dn(Bn+1, Bn) та a
(n)
4 спостерiгаються ре-

курентнi спiввiдношення (РС). Їхнiй явний вигляд
отримано в роботi [29]. Якщо ввести позначення

dn(Bn+1, Bn) = dn(0) + qs−2n, q = βΦ(0)q̄,

a
(n)
1 = s−nwn, dn(0) = s−2nrn, a

(n)
4 = s−4nun,

тодi отримуємо РС:

wn+1 = s
d+2
2 wn,

rn+1 = s2 [−q + (rn + q)N(xn)] ,

un+1 = sunE(xn), (3.27)

де

N(xn) =
ynU(yn)
xnU(xn)

, E(xn) = s2d ϕ(yn)
ϕ(xn)

.

Для початкових значень величин wn, rn та un (при
n = 0) маємо

w0 = s
d/2
0 h, r0 = a2−βΦ(0)(1− Φ̄), u0 = a4, (3.28)

де значення величин a2, a4 наведено в (3.3).
Рекурентнi спiввiдношення (3.27) вiдрiзняються вiд

РС, отриманих в роботах [5, 8], наявнiстю додатково-
го рiвняння для величини wn, що вiдображає факт
наявностi зовнiшнього поля.

У виразi (3.17) залишилась невизначеною величина
ZLGR. Вона має вигляд

ZLGR = 2(Nnp−1)/2Q(Pnp)Nnp+1Znp+1, (3.29)

де

Znp+1 =
∫

(dη)Nnp+1×

× exp

(
a
(np+1)
1 N

1/2
np+1η0 − 1

2

∑

k∈Bnp+1

dnp+1(k)ηkη−k−

−a
(np+1)
4

4!
N−1

np+1

∑
k1,...,k4

ki∈Bnp+1

ηk1 . . . ηk4δk1+...k4

)
. (3.30)

Номер np характеризує ефективну блочну структуру
спiнiв iз перiодом ґратки cnp

, де

cnp
= c0s

np . (3.31)

Представлення статистичної суми у виглядi (3.17) по-
в’язане iз наявнiстю поблизу ТФП нового масштабу
вiдстанi. Якщо далеко вiд цiєї точки характерною вiд-
станню є стала ґратки c, то поблизу неї таку роль
вiдiграє кореляцiйна довжина ξ = cnp

, для якої при
h = 0 маємо рiвнiсть (2.19).

Якщо величина перiоду cn ефективної блочної ґра-
тки менша за cnp

, то в системi наявна ренормгрупова
симетрiя [8], i для всiх n < np загальнi РС (3.27) мо-
жуть бути замiненi наближеними РС, якi вiдповiда-
ють їхнiй лiнеаризацiї поблизу нерухомої точки. Про-
цедури лiнеаризацiї описано в роботi [29]. У випадку,
коли cn > cnp

, ренормгрупова симетрiя порушується,
i при розрахунку внеску до вiльної енергiї системи
слiд використовувати загальнi, а не лiнеаризованi по-
близу фiксованої точки рекурентнi спiввiдношення.

Зауважимо, що виконанi нижче розрахунки стосу-
ються дiапазону температур |τ | < τ∗, де τ∗ ∼ 10−2.
Якихось обмежень на величину поля h накладати не
будемо.

4. Визначення точки виходу iз критичного
режиму флуктуацiй параметра порядку
за наявностi поля

Важливою характеристикою при описi фазових пе-
реходiв є величина np, яка визначає число iтерацiй,
за яких система ефективних блочних спiнiв залиша-
ється в скейлiнговiй областi. Пiд час проведення роз-
рахункiв параметр ренормгрупи s може набувати до-
вiльних значень. У цьому випадку проведення двох
iтерацiй iз цим параметром (якi вiдповiдають укруп-
ненню початкової ґратки з перiодом c0) еквiвален-
тнi однiй iтерацiї з параметром ренормгрупи s2. Та-
ка операцiя може бути повторена np разiв. У зв’язку
з цим вибiр характерних значень параметра s у ви-
глядi (2.24) або (2.28) вважається справедливим для
довiльного значення s. Слiд, однак, пам’ятати, що ве-
личина cnp iз (3.31) не може перевищувати кореляцiй-
ної довжини системи. Тому на величину np необхiдно
накласти обмеження. З точки зору мiкроскопiчного
пiдходу слiд знайти залежнiсть величини np вiд тем-
ператури i поля та використати отриманий вираз для
розрахунку виразу (3.17).

Зауважимо, що в принципi, результат обчислення
(3.17) не залежить вiд вибору значення np. Факти-
чно величина np роздiляє статистичну суму на двi
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частини. Перша з них враховує внески вiд КЗ ηk iз
k ∈ B\Bnp+1. Друга частина вiдповiдає внескам вiд
КЗ ηk iз k ∈ Bnp+1, включаючи внески вiд “макроско-
пiчної” змiнної η0. Зменшення чи збiльшення величи-
ни np приводить лише до перенесення внескiв iз однiєї
частини статистичної суми до iншої, що в принципi,
не повинно впливати на загальний результат розра-
хунку. Метою введення величини np є оптимiзацiя ма-
тематичних розрахункiв поблизу ТФП, оскiльки пiд
час їхнього виконання будуть здiйснюватися певнi на-
ближення. Якщо би розрахунки проводилися точно,
то вибiр величини np був би довiльним. Однак, вже
лiнеаризацiя загальних РС (3.27) поблизу фiксованої
точки передбачає певнi обмеження на величину np.

Як було показано в роботi [8] для випадку h = 0,
внески до першої частини статистичної суми (3.17)
(дiлянка критичного режиму флуктуацiй параметра
порядку) вiдповiдають за формування критичних по-
казникiв. Тут мають мiсце негаусовi розподiли флу-
ктуацiй параметра порядку. Для внескiв другого ти-
пу (змiннi ηk iз k ∈ Bnp+1) характернi гаусовi роз-
подiли флуктуацiй. Саме такого типу розподiли спо-
стерiгаються для всiх ηk при вiддаленнi системи вiд
ТФП (τ > τ∗, h > h∗), оскiльки в цьому випад-
ку кореляцiйна довжина стає порядку сталої ґрат-
ки.

Таким чином, умова на знаходження величини
np збiгається з умовою застосовностi лiнеаризованої
форми рекурентних спiввiдношень по вiдношенню до
їх загального вигляду (3.27). Для всiх n ≤ np спiв-
вiдношення (3.27) можуть бути замiненi лiнеаризова-
ною формою поблизу фiксованої точки. При n > np

вiдбувається змiна форми розподiлу флуктуацiй з не-
гаусового на гаусовий. Флуктуацiї параметра поряд-
ку стають незалежними, i подальше iнтегрування за
змiнними ηk iз k ∈ Bnp+1 не приводить до перенор-
мування ефективних взаємодiй.

Величина np визначає перiод деякої особливої ефе-
ктивної блочної ґратки (3.25), перiод якої роздiляє
флуктуацiйнi процеси на короткохвильовi та довго-
хвильовi. Для всiх ефективних блочних ґраток (при
заданих τ та h) iз перiодом, меншим за cnp , має
мiсце перенормування ефективних взаємодiй. Коли
cn > cnp , то таке перенормування припиняється. Це
дозволяє ототожнити величину cnp iз кореляцiйною
довжиною системи при заданих τ та h.

Дослiдимо властивостi РС (3.27). Їхня фiксована
точка знайдена в загальному випадку в роботi [8].
Зокрема, було показано, що величина yn iз (3.23) на-
буває великих значень. Беручи це до уваги, спiввiд-
ношення (3.27) можна записати в спрощеному вигля-

дi [42]:

wn+1 = s
d+2
2 wn,

rn+1 = s2

[
−q +

√
un√
3

1
U(xn)

− 1
2s3

√
un√
3

ϕ(xn)
U3(xn)

]
,

un+1 = sun
ϕ(xn)

3U4(xn)

[
1− 7

2
s−3 ϕ(xn)

U2(xn)

]
. (4.1)

Використання РС у формi (4.1) є особливо зручним,
коли аргумент

xn =
√

3(rn + q)/
√

un (4.2)

набуває малих значень поблизу нерухомої точки
(w∗, r∗, u∗).

В загальному випадку величина аргументу в фiксо-
ванiй точцi x∗ залежить вiд параметра ренормгрупи
s. Як показано в роботi [42] при s = s∗ (s∗ = 3, 5977),
величина x∗ = 0. При цьому координати нерухомої
точки є такими:

w∗ = 0, r∗ = −f0βΦ(0), u∗ = ϕ0(βΦ(0))2, (4.3)

де

f0 = q̄ =
1
2
, ϕ

1/2
0 = f0(1− s−2)

√
3U(0)

(
1 +

3
2

1
y2
0

)
.

Тут

y0 = s3/2y
(0)
0 , y

(0)
0 = U(0)

(
3

ϕ(0)

)1/2

.

Таким чином, вибираючи в ролi параметра РГ значе-
ння s = s∗ для координат фiксованої точки РС (3.27),
знаходимо

f0 = 0, 5, ϕ0 = 0, 5939. (4.4)

Зауважимо, що сталi f0 та ϕ0 не залежать вiд мiкро-
скопiчних параметрiв системи та присутностi зовнi-
шнього поля.

Запишемо розв’язки РС (4.1) в околi фiксованої то-
чки (w∗, r∗, u∗) у виглядi розкладу за власними векто-
рами матрицi R лiнеаризованого перетворення:



wn+1 − w∗

rn+1 − r∗

un+1 − u∗


 = R




wn − w∗

rn − r∗

un − u∗


 . (4.5)
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Вони мають вигляд

wn = s
d/2
0 hEn

1 ,

rn = r∗ + c1E
n
2 + c2REn

3 ,

un = u∗ + c1R1E
n
2 + c3E

n
3 , (4.6)

де El – власнi значення матрицi R. При s = s∗ отри-
муємо такi числовi значення:

E1 = s
d+2
2 = 24, 551, E2 = 8, 308, E3 = 0, 374. (4.7)

Величини R та R1 iз (4.6) мають вигляд

R = R(0)(u∗)−1/2, R1 = R
(0)
1 (u∗)1/2.

Тут R(0) та R
(0)
1 – унiверсальнi сталi (наведенi в ро-

ботi [42]), якi при s = s∗ набувають значення

R(0) = −0, 530, R
(0)
1 = 0, 162.

Коефiцiєнти c1 та c2 є функцiями температури

c1 =
[
a2 + βΦ(0)(Φ̄− 1)− r∗ −R(a4 − u∗)

]D−1,

c2 =
[
a4 − u∗ −R1(a2 − βΦ(0)(1− Φ̄)) + r∗R1

]D−1,

(4.8)

де D = (E2 − E3)/(R22 − E3) = 1, 086. Присутнiсть
зовнiшнього постiйного поля змiнює тип фiксованої
точки РС (4.1). Iз однократно нестiйкої (при h = 0)
вона перетворюється на двократну нестiйку (E1 > 1,
E2 > 1, E3 < 1). Iз ростом n кожна з величин wn, rn

та un iз (4.6) буде вiддалятися вiд свого фiксованого
значення. Вiдхилення величини wn пов’язане iз вла-
сним значенням E1, а вiдхилення величин rn та un

вiдбувається за рахунок E2.
Легко бачити, що iснує температура T = Tc, при

якiй

c1(Tc) = 0. (4.9)

Випадок h 6= 0 та T = Tc вiдповiдає однократно не-
стiйкiй фiксованiй точцi РС (3.27). Вiдхилення вiд фi-
ксованої точки пов’язане лише iз значенням E1 > 1,
оскiльки c1(Tc)En

2 = 0.
Єдиний випадок, коли всi три величини wn, rn та

un при n →∞ прямують до своїх фiксованих значень,
вiдповiдає умовi

h = 0; T = Tc. (4.10)

β Φ(0)/6

Рис. 1. Залежнiсть оберненої температури фазового переходу
(нормованої на число найближчих сусiдiв z = 6 вiд радiуса
дiї потенцiалу b при рiзних значеннях параметра s0: крива 1
вiдповiдає значенню s0 = 2, 0; крива 2 – s0 = 3, 0; крива 3 –
s0 = 4, 0

Це i є визначення координат точки фазового переходу
другого роду в запропонованому нижче пiдходi.

Використаємо рiвнiсть (4.9) для розрахунку темпе-
ратури фазового переходу Tc. Беручи до уваги (4.8),
отримуємо рiвняння

Ax2 + Bx + D = 0, (4.11)

де x = βcΦ(0), a для коефiцiєнтiв маємо

A = 1− f0 −R(0)ϕ
1/2
0 − Φ̄,

B = −a2, D = a4R
(0)ϕ

−1/2
0 . (4.12)

У ролi величини Φ̄ використовується вираз (3.9), де
стала Φ∞ знаходиться з умови βcΦ(0) = 1 при b/c →
∞. Останнє приводить до рiвностi

Φ∞ = q̄(1 + R(0)ϕ
1/2
0 ). (4.13)

Як видно iз (4.12), (4.13), значення температури фа-
зового переходу залежить вiд параметра s0, який ви-
значає фур’є-образ потенцiалу взаємодiї для великих
значень хвильового вектора, а також вiд вiдношен-
ня b/c (b – радiус дiї вихiдного потенцiалу взаємодiї,
c – стала простої кубiчної ґратки). Розв’язки (4.11)
як функцiї b/c при деяких фiксованих значеннях s0

наведено на рис. 1.
По осi ординат наведено величину оберненої тем-

ператури Jc = βcΦ(0)/6. Її значення перенормова-
не на число найближчих сусiдiв для простої кубi-
чної ґратки. Легко бачити, що з ростом радiуса дiї
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Рис. 2. Залежнiсть температури фазового переходу Tc вiд ра-
дiуса дiї потенцiалу b: крива 1 вiдповiдає значенню s0 = 2, 0;
крива 2 – s0 = 3, 0; крива 3 – s0 = 4, 0

потенцiалу b величина Jc спадає i має слабку зале-
жнiсть вiд параметра s0. Числовi розрахунки темпе-
ратури фазового переходу 3D моделi Iзiнга з потен-
цiалом взаємодiї найближчих сусiдiв дають значен-
ня Jc = 0, 221655 ± 0, 00002 [92]. Для модифiкованої
моделi Iзiнга [78] значення Jc отримано шляхом чи-
слового розрахунку при виборi параметра λ = 1, 1
(яке мiнiмiзує поправки до скейлiнгу) набуває зна-
чення Jc = 0, 3750966(4). Очевидно, що зi змiною λ
значення Jc також змiниться.

На рис. 2 наведено залежнiсть прямої температури
фазового переходу Tc (в одиницях Φ(0)/k, де Φ(0) –
значення фур’є-образу потенцiалу взаємодiї при ну-
льовому значеннi хвильового вектора, а k – стала
Больцмана) вiд радiуса дiї потенцiалу. Як свiдчать
результати розрахунку, при b > c значення Tc вже не
залежить вiд b та прямує до величини, яка збiгається
iз даними iнших теорiй (молекулярне поле, гаусове
наближення тощо). Однак, в областi значень b < c
маємо суттєву залежнiсть Tc вiд радiуса дiї потенцi-
алу для всiх значень s0 ≥ 2. Наведений вище спосiб
розрахунку температури фазового переходу дозволяє
встановити її залежнiсть вiд радiуса дiї потенцiалу
(параметр b/c). Крiм того, значення Tc залежить вiд
вигляду типу потенцiалу взаємодiї (3.4), в якому за-
кладений параметр s0. Розрахунок значення Tc, а не
введення зверху до гамiльтонiана задачi величини τ ,
є важливим елементом теорiї.

Обчислене вище значення температури фазового
переходу Tc дозволяє записати розв’язки (4.6) як
функцiї вiдносної температури τ = (T − Tc)/Tc, так i

поля h. Маємо

wn = s
d/2
0 βhEn

1 , (4.14)

rn = βΦ(0)
[
−f0 + c1T τEn

2 + R(0)ϕ
−1/2
0 c2T En

3

]
,

un = (βΦ(0))2
[
ϕ0 + c1T τϕ

1/2
0 R

(0)
1 En

2 + c2T En
3

]
.

Тут використано рiвностi

c1 = βΦ(0)τc1T , c2 = (βΦ(0))2c2T , (4.15)

де

c1T = c1k + τc1k1, (4.16)

а для c1k та c1k1 маємо

c1k =
[
c11 + c12(βcΦ(0))−2

]D−1,

c1k1 = c12(βΦ(0))−2D−1, (4.17)

причому

c11 = 1 + Φ̄− f0 −R(0)ϕ
1/2
0 , c12 = −a4R

(0)ϕ
−1/2
0 .

Для величини c2T отримуємо

c2T = c2k + c2k1τ + c2k2τ
2. (4.18)

Тут

c2k =
[
c23 + c22(βcΦ(0))−1 + a4(βcΦ(0))−2

]D−1,

c2k1 =
[
c22(βcΦ(0))−1 + 2a4(βcΦ(0))−2

]D−1,

c2k2 = a4(βcΦ(0))−2D−1. (4.19)

Для скорочення запису (4.19) введено позначення

c22 = −a2R
(0)
1 ϕ

1/2
0 ,

c23 = R
(0)
1 ϕ

1/2
0 (1− f0 + Φ̄)− ϕ0.

Розв’язки РС (4.14) дозволяють отримати значення
n = np, при якому величини wn, rn та un почина-
ють вiдрiзнятися вiд їхнiх значень у фiксованiй то-
чцi. Очевидно, що в точцi фазового переходу (τ = 0,
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h = 0) значення np → ∞, оскiльки E3 < 1. При вiд-
хиленнi вiд ТФП можливi три рiзнi типи поведiнки
величини np.

Перший з них вiдповiдає умовi вiдсутностi зовнi-
шнього поля. Вiн був детально дослiджений у роботi
[8], де використовувалося позначення np = mτ , при-
чому

mτ = − ln |τ̃ |
ln E2

− 1. (4.20)

Для зручностi тут використано перенормовану вiдно-
сну температуру:

τ̃ = τ(c1k/f0). (4.21)

Умова на визначення величини mτ сформульована у
роботi [5] i має вигляд

rnp+1 − r∗ =
−τ

|τ | r
∗. (4.22)

Iнший тип критичної поведiнки спостерiгається для
випадку τ = 0 при h → 0. Величини rn та un у цьо-
му випадку прямують до фiксованих значень, а точка
виходу системи iз критичного режиму флуктуацiй па-
раметра порядку (позначимо її через nh) визначає-
ться iз умови

wnh+1 − w∗ = h0, (4.23)

де h0 – деякий параметр, який задає умову нормува-
ння критичної амплiтуди кореляцiйної довжини (при
T = Tc) i визначається з умови нормування намагнi-
ченостi M при T = Tc [79,80]. Беручи до уваги (4.14),
отримуємо

nh = − ln h̃

ln E1
− 1. (4.24)

Тут введено позначення

h̃ = s
d/2
0 (h/h0) . (4.25)

Найбiльш загальний тип критичної поведiнки вла-
стивий для випадку τ 6= 0 та h 6= 0. Виявляється,
що точка виходу np в загальному випадку залежить
вiд спiввiдношення мiж величинами τ та h. Як було
встановлено в роботах [40, 93], iснує деяке граничне
(температурне) поле hc, яке роздiляє область значень
полiв на сильнi та слабкi. Таке значення знаходимо iз
умови

mτ = nh.

Використовуючи (4.20) та (4.24), отримуємо

hc = |τ̃ |p0 , (4.26)

де для критичного показника p0 маємо

p0 =
ln E1

ln E2
= ν/µ, µ =

2
d + 2

. (4.27)

Тут ν – критичний показник кореляцiйної довжини,
який характеризує її поведiнку при h = 0 i обчислю-
ється iз спiввiдношення

ν =
ln s∗

ln E2
. (4.28)

Критичний показник µ – описує польову поведiнку
кореляцiйної довжини при T = Tc. Вiн залежить ли-
ше вiд вимiрностi простору i визначається вiдповiд-
ними рекурентними спiввiдношеннями. В загальному
випадку, крiм критичних показникiв ν та µ, система
характеризується також критичним показником ко-
реляцiйної функцiї η. Для тривимiрної моделi Iзiнга
вiн набуває значення η = 0, 04.

З метою спрощення подальшого викладу величи-
на η покладається рiвною нулевi. Для критичного
показника ν надалi використовуватимемо значення
ν = 0, 605, яке випливає iз наближених РС (4.1) та
власних значень (4.7) матрицi лiнеаризованого ре-
нормгрупового перетворення (4.5). Воно дещо вiдрi-
зняється вiд значення νc = 0, 630, що вiдповiдає стан-
дартнiй моделi Iзiнга. Вiдмiннiсть критичних пока-
зникiв пов’язана з використанням у данiй роботi най-
простiшого наближення для якобiана переходу вiд
спiнових до КЗ. Iз ростом наближення значення ν
зростають (див. [8, 28]) i наближаються до νc.

Беручи до уваги (4.26), рiвнiсть (4.20) можна запи-
сати у виглядi

mτ = − ln hc

ln E1
− 1. (4.29)

Порiвнюючи (4.24) та (4.29), знаходимо їхню фун-
кцiональну подiбнiсть. Загальний вираз для точки ви-
ходу системи iз критичного режиму флуктуацiй па-
раметра порядку при T > Tc запишемо у виглядi [35]:

np = − ln(h̃2 + h2
c)

2 ln E1
− 1. (4.30)

У граничних випадках вiн переходить у вiдомi вира-
зи (в (4.20) при h = 0 та в (4.24) при τ = 0). Са-
ме цей вираз будемо використовувати надалi в (3.17)
при розрахунку статистичної суми поблизу ТФП при
T > Tc.
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Для температур T < Tc формула (4.30) має дещо
iнший вигляд. Це пов’язано з наявнiстю в системi вiд-
мiнного вiд нуля параметра порядку. Спонтанний спi-
новий момент iндукує деяке внутрiшнє магнiтне поле,
на яке треба зважити при визначеннi n′p-точки вихо-
ду системи з вiдрiзка КРФ при T < Tc. Як вiдомо з
роботи [8], наявнiсть вiдмiнного вiд нуля параметра
порядку (а, отже, спряженого до нього поля) спри-
чиняє зменшення точки виходу з КРФ. При T > Tc

таким полем є лише зовнiшнє поле, i точка виходу np

має вигляд (4.30). При T < Tc крiм зовнiшнього поля
h в системi наявне внутрiшнє поле (впорядкування),
що неодмiнно приводить до зменшення точки вихо-
ду n′p з вiдрiзка КРФ. Даний ефект проявляється в
“чистому виглядi” при h = 0, де має мiсце спiввiдно-
шення

n′p = np − n0, (4.31)

тут n0 – стала величина (n0 ≥ 0). Використовуючи
(4.29), знаходимо для дiапазону температур T < Tc

величину n′p при h = 0 (позначимо її через µτ ):

µτ = − ln hc

ln E1
− n0 − 1 = − ln hcm

ln E1
− 1, (4.32)

де

hcm = τp0
1 , (4.33)

а величина τ1 пов’язана з вiдносною температурою τ
спiввiдношенням

τ1 = −τ
c1k

f0
En0

2 . (4.34)

За наявностi зовнiшнього поля точка виходу системи
з КРФ при T < Tc має вигляд

n′p = − ln(h̃2 + h2
cm)

2 lnE1
− 1. (4.35)

Вирази (4.30) та (4.35) визначають точку виходу
системи з КРФ при T > Tc та T < Tc вiдповiдно. Во-
ни мають однаковий функцiональний вигляд i спiв-
падають при T = Tc. Вiдрiзняються масштабом вимi-
ру температури для дiапазонiв температур, вищих та
нижчих за Tc, якi пов’язанi мiж собою спiввiдношен-
ням τ1 = −τ̃En0

2 .
У подальших розрахунках будемо використовувати

в ролi точки виходу з критичного режиму флуктуа-
цiй параметра порядку формулу (4.30) для дiапазо-
ну температур T ≥ Tc, а також формулу (4.35) при
T ≤ Tc. Наголосимо, що для випадку T = Tc цi фор-
мули спiвпадають.

Процедура поетапного виключення з розгляду
змiнних ηk в (3.1) вiдповiдає переходу в координатно-
му просторi до ефективних блочних спiнiв у дусi гiпо-
тези Каданова [17, 49]. Величина перiоду ефективної
блочної ґратки cn = c0s

n (c0 = cs0) зростає iз збiль-
шенням номера iтерацiї n. Поблизу ТФП у системi
виникає особливий негаусовий режим флуктуацiй па-
раметра порядку для ефективних блочних ґраток iз
n ≤ np, де спостерiгається ренормгрупова симетрiя.
Як випливає iз (4.14), для всiх n ≤ np величини wn,
rn та un є близькими до їхнiх значень у фiксованiй
точцi (4.3). Для n > np цi величини вiдхиляються вiд
їхнiх значень у нерухомiй точцi, i система переходить
у гаусовий (невзаємодiючий) режим флуктуацiй. При
цьому величина np (або n′p при T < Tc) визначає вели-
чину перiоду ґратки cnp

, яка є спiввимiрною iз коре-
ляцiйною довжиною системи ξ. Розглянемо поведiнку
величини

ξ = cnp (4.36)

як функцiї температури i поля. Для температур T ≥
Tc в ролi np використаємо (4.30). Маємо

ξ/c = ξ0

(
h̃2 + τ̃ (d+2)ν

)− 1
d+2

. (4.37)

Тут ξ0 = (s0/s), де c – перiод початкової ґратки, s0 –
параметр фур’є-образу потенцiалу (3.4), s – параметр
ренормгрупи, h̃ – перенормоване поле (4.25), а τ̃ –
перенормована вiдносна температура (4.21).

Легко бачити, що у випадку T = Tc формула (4.37)
переходить у рiвнiсть

ξ/c = ξc(h)−µ, (4.38)

де µ – критичний показник iз (4.27), а для критичної
амплiтуди ξc iз урахуванням (4.25) знаходимо

ξc = ξ0

(
h0

s
3/2
0

)µ

=
1
s

(s0h0)
µ

. (4.39)

Абсолютне значення ξc визначається мiкроскопiчни-
ми параметрами моделi s та s0 й величиною h0, яка
вiдповiдно до (4.25) визначає нормування величи-
ни h̃. З iншого боку, значення ξc вiдоме з числових
розрахункiв. Порiвнюючи величину ξc iз значенням
ξc = 0, 3048(9) iз роботи [80], знаходимо, що для зна-
чень s = s∗ та s0 = 2 параметр h0 iз (4.23) є порядку
одиницi, а точнiше

h0 ≈ 0, 760. (4.40)
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В iншiй границi (h = 0) формула (4.37) переходить
у рiвнiсть

ξ/c = ξ+|τ |−ν , (4.41)

де

ξ+ =
s0

s

(
f0

c1k

)ν

. (4.42)

Для областi температур T < Tc формула (4.36) за-
писується у виглядi

ξ′ = c′np
, (4.43)

де величина n′p має вигляд (4.35). Тому для всiх T ≤
Tc

ξ′/c = ξ0

(
h̃2 + τ

(d+2)ν
1

)− 1
d+2

. (4.44)

Єдина вiдмiннiсть (4.44) вiд (4.37) полягає в змi-
нi масштабу вимiру температури. Очевидно, що при
T = Tc формула (4.44) переходить у (4.38). Коли
h = 0, ця формула описує область T ≤ Tc та набу-
ває вигляду

ξ′/c = ξ−|τ |−ν , (4.45)

де

ξ− = ξ0

(
f0

c1k
E−n0

2

)ν

. (4.46)

Критична амплiтуда ξ− мiстить параметр n0, який
характеризує змiщення точки виходу системи з ре-
жиму КРФ при T > Tc та T < Tc (формула (4.31)).
Величину цього параметра знаходимо з порiвняння
вiдношення

ξ+/ξ− = Eνn0
2 , (4.47)

яке випливає iз виразiв (4.42) та (4.46) iз даними чи-
слового розрахунку ξ+/ξ− = 1, 896(10) [79, 80]. Беру-
чи до уваги, що ν = ln s/ ln E2, знаходимо

n0 =
ln(ξ+/ξ−)

ln s
. (4.48)

Для випадку s = s∗ маємо n0 = 0, 50. Легко бачити,
що при збiльшеннi параметра s величина n0 зменшу-
ється. Загалом, маємо 0 ≤ n0 ≤ 1.

Таким чином, використовуючи вiдомi експеримен-
тальнi факти (як вiдношення критичних амплiтуд)

ξ

a
ξ

б

Рис. 3. Залежнiсть кореляцiйної довжини вiд зовнiшнього поля
h при деяких фiксованих значеннях температури τ при s0 = 2
та b/c = 0, 5: a – τ1=0,5, τ2=0,1, τ3=0,05, τ4=0,01; б – τ4=0,01,
τ5=0,005, τ6=0,002, τ7=0,001

та данi числового розрахунку [80], можна стверджу-
вати, що при s = s∗ та s0 = 2 параметри h0 iз (4.23)
та n0 iз (4.31) набувають значень

h0 = 0, 760, n0 = 1/2. (4.49)

Саме такi значення будемо використовувати ниж-
че для iлюстрацiї критичної поведiнки тривимiрної
спiнової моделi з однокомпонентним параметром по-
рядку.

На рис. 3 зображено залежнiсть величини ξ як
функцiї поля h при фiксованому значеннi темпера-
тури τ (при s0 = 2 та b/c = 0, 5). Випадок, наве-
дений на рис. 3,а, вiдповiдає великим значенням τ ,
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τ

ξ

a
ξ

τ

б

Рис. 4. Залежнiсть кореляцiйної довжини вiд температури τ
при фiксованому зовнiшньому полi h (s0 = 2 та d/c = 0, 5):
a – h1=0,01, h2=0,001, h3=0,0005, h4=0,0001; б – h4=0,0001,
h5=0,00005, h6=0,00001, h7=0,000005

якi не належать до критичного дiапазону темпера-
тур. Випадок, наведений на рис. 3,б, демонструє зро-
стання ξ при зменшеннi величини поля для значень
τ iз критичного дiапазону температур. Легко бачи-
ти, що при великих значеннях вiдносної температу-
ри τ ' 0, 1 кореляцiйна довжина є порядку сталої
ґратки. Зростання ξ iз зменшенням поля спостерi-
гається лише для τ < 0, 1, причому при τ∗ = 10−2

(що вiдповiдає границi критичного дiапазону тем-
ператур |τ | ≤ 10−2) знаходимо, що ξ ∼ 6c, при
τ = 10−3 маємо ξ ∼ 25c, якщо h = 0. У випад-
ку τ = const 6= 0 та h 6= 0 величина ξ є суттєво

меншою, нiж ξ(h = 0), як це видно iз рис. 3. Ре-
зультати проведених розрахункiв свiдчать про про-
блематичнiсть вибору параметрiв sτ iз (2.24) та sh

iз (2.28), оскiльки вони явно перевищують значен-
ня кореляцiйної довжини для випадку τ 6= 0 та
h 6= 0.

Подiбна ситуацiя спостерiгається при фiксованих
значеннях поля h iз зменшенням τ . На рис. 4 зображе-
но температурну залежнiсть кореляцiйної довжини ξ
(в одиницях сталої ґратки c) для деяких значень по-
ля h (при s0 = 2 та b/c = 0, 5). Легко бачити, що для
значень h ≥ 0, 01 кореляцiйна довжина залишається
порядку сталої ґратки c навiть при τ = 0. Значення
ξ при τ = 10−2 та h = 0, що вiдповiдає границi кри-
тичного дiапазону температур (за вiдсутностi поля)
досягається при τ = 0 та h ∼ 5 · 10−4. Iз ростом τ
маємо зменшення ξ.

Таким чином, величина критичного дiапазону для
даної моделi (s0 = 2, b/c = 0, 5) залежить як вiд поля
h, так i вiд вiдносної температури τ . Однак, цi значе-
ння не можуть перевищувати величин

τ∗ ≈ 10−2; h∗ ≈ 0, 5 · 10−3. (4.50)

Використовуючи формулу (4.37) та беручи до ува-
ги нормування величин τ̃ та h̃ (формули (4.21) i
(4.25)), легко отримати значення τ∗ та h∗ для iнших
значень мiкроскопiчних параметрiв гамiльтонiана s0

та b/c.
Формула (4.37) дозволяє знайти залежнiсть коре-

ляцiйної довжини в часткових випадках. Так, при
h = 0 iз неї отримуємо вiдому залежнiсть (4.41).
При цьому значення критичного показника ν визна-
чається для кожного значення вимiрностi простору d
конкретним виглядом РС. Використанi в роботi РС
(4.6) при d = 3, дають значення ν = 0, 605. У випадку
d = 4 РС (4.1) набувають спрощеної форми [8] i да-
ють значення ν = 0, 5. Для двовимiрної задачi ν = 1,
як це випливає iз точного розв’язку. Для d = 2 РС
(4.1) суттєво ускладнюються i потребують окремого
дослiдження [5].

Значення польового критичного показника кореля-
цiйної довжини µ iз (4.27) визначається виключно ви-
мiрнiстю простору. Очевидно, що при d = 3 маємо
µ = 0, 4. Для випадку d = 4 отримуємо µ = 1/3, що
збiгається iз результатом розрахунку теорiї Ландау.
Для двовимiрної задачi (4.27) дає значення µ = 0, 5,
що незначно вiдрiзняється вiд µ = 8/15, знайде-
ного iз спiввiдношення скейлiнгу µ(β + γ) = ν, де
при d = 2 вiдомi точнi значення величин β, γ та ν
(β = 0, 125, γ = 1, 75, ν = 1, 0).
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5. Схема розрахунку вiльної енергiї для
дiапазону температур T > Tc

Розрахунок вiльної енергiї системи однокомпонен-
тних спiнiв поблизу ТФП будемо здiйснювати iз ви-
користанням виразу для статистичної суми (3.17).
Основною вiдмiннiстю такого розрахунку у випад-
ку наявностi поля (вiд його вiдсутностi [8]) є необ-
хiднiсть використання узагальненої точки виходу си-
стеми iз критичного режиму флуктуацiй параметра
порядку. У випадку T > Tc координати цiєї точки
(на площинi поле – вiдносна температура) задаються
виразом (4.30). Зобразимо вiльну енергiю у виглядi
декiлькох доданкiв:

F = F0 + F
(+)
CR + FLGR. (5.1)

Кожен iз цих доданкiв – внесок певного множника
виразу (3.17). Так,

F0 = −kTN [ln 2 + ln chh]− 1
2
NΦ(0)Φ̄ (5.2)

вiдповiдає виразу Z0 i описує вiльну енергiю “невзає-
модiючих” спiнiв.

Доданок F
(+)
CR вiдповiдає внеску до вiльної енергiї

вiд дiлянки критичного режиму флуктуацiй. Вiдпо-
вiдно до (3.17) вiн має вигляд

F
(+)
CR = −kT

np∑
n=1

Nnfn, (5.3)

де Nn = N0s
−3n, а для функцiї fn(xn, yn−1) справе-

дливий вираз

fn =
1
4

ln (3/ϕ(yn−1)) +
1
4

(
x2

n + y2
n−1

)
+

+ ln U(0, xn) + ln U(0, yn−1). (5.4)

Вiдмiннiсть (5.3) вiд аналогiчної формули, що ви-
користовувалася у випадку вiдсутностi поля [28], по-
лягає у використаннi бiльш загального виразу для то-
чки виходу з дiлянки критичного режиму флуктуацiй
np. Величини xn та yn, що входять до (5.4), наведенi
в (3.23).

Доданок FLGR має вигляд

FLGR = −kT ln ZLGR, (5.5)

де вираз для ZLGR наведений в (3.29). Зауважимо,
що Znp+1 iз (3.30) може бути зображено у виглядi,
подiбному до внеску вiд дiлянки критичного режиму

флуктуацiй, тобто через добуток парцiальних стати-
стичних сум. Тодi для (5.5) маємо

FLGR = F
(+)
TR + F ′. (5.6)

Тут

F
(+)
TR = −kTN0s

−3(np+1)
m0∑

m=1

s−3(m−1)fnp+m, (5.7)

де для fnp+m маємо (5.4) при n = np + m, а для F ′

отримуємо

F ′ = −kTN ln Z ′. (5.8)

Тут

Z ′ = 2(Nn′+1−1)/2[Q(Pn′)]Nn′+1Zn′+1, (5.9)

де величина n′ = np + m0 є номером деякої блочної
структури спiнiв, причому n′ > np. Величина Q(Pn′)
збiгається iз (3.22) при n = n′, а для Zn′+1 маємо
вираз (3.30), в якому замiсть np слiд пiдставити n′.

Зауважимо принципову рiзницю мiж F
(+)
CR iз (5.3)

та F
(+)
TR iз (5.7). Хоч вони мають однаковий функцiо-

нальний вигляд, значення аргументiв xn та yn у цих
виразах рiзнi за величиною. Якщо для F

(+)
CR (дiапа-

зон n < np) цi величини є близькими до їхнiх значень
поблизу фiксованої точки (xn ≈ x∗, yn ≈ y∗), то при
розрахунку F

(+)
TR (дiапазон np < n ≤ np + m0) слiд

зважувати на їхнє вiдхилення вiд фiксованої точки.
Знайдемо величину F

(+)
CR iз (5.3). Для цього слiд ви-

дiлити явну залежнiсть величини fn вiд n. Такi роз-
рахунки виконано у роботi [8]. Було встановлено, що
аргумент yn для будь-яких значень температури на-
буває великих значень. Тому для функцiй параболi-
чного цилiндра U(0, yn) та їхнiх комбiнацiй U(yn) й
ϕ(yn) iз (3.26) використовуються асимптотичнi роз-
клади:

U(0, yn) = y−1/2
n e−y2

n/4

(
1− 3

8
y−2

n +
105
108

y−4
n

)
,

U(yn) = y−1
n

(
1− 3

2
y−2

n + 6y−4
n

)
,

ϕ(yn) = 3y−4
n

(
1− 21

2
y−2

n +
447
4

y−4
n

)
. (5.10)

Маємо спрощений вираз для fn iз (5.4):

fn =
1
2

ln yn−1 +
9
4
y−2

n−1 +
x2

n

4
+
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+ ln U(0, xn) + 0(yn−1)−4. (5.11)

Обмежимося надалi випадком, коли значення величи-
ни xn у фiксованiй точцi обертається на нуль (x∗ = 0).
Вiн реалiзується при певному значеннi параметра ре-
нормалiзацiйної групи s = s∗, де s∗ = 3, 5977. У цьому
випадку для всiх n ≤ np маємо xn ¿ 1, i величину
(5.11) можна зобразити у виглядi

fn = f
(0)
CR + A1xn−1 + A3xn, (5.12)

де

f
(0)
CR =

1
2

ln y0 +
9
4
y−2
0 + ln U(0, 0),

y0 = s3/2y
(0)
0 , y

(0)
0 = U(0) (3/ϕ(0))1/2

, (5.13)

а для коефiцiєнтiв Al маємо

A1 =
1
2
r1

(
1− 9(y(0)

0 )−2
)

, A3 = −1
2
U(0), (5.14)

де коефiцiєнт r1 виражається через функцiї парабо-
лiчного цилiндра U(0), ϕ(0) та їхнi похiднi. У форму-
лi (5.12) обмежимося врахуванням доданкiв, лiнiйних
за величиною xn. Врахування квадратичних додан-
кiв детально описано у роботi [8]. Беручи до уваги
результати роботи [42], знаходимо

f
(0)
CR = 1, 496, A1 = 0, 115, A3 = −0, 478. (5.15)

Використавши явнi розв’язки РС (4.12) в дiапазонi
n ≤ np, отримаємо вираз для xn:

xn = c1T B3τEn
2 + c2

1T B6τ
2E2n

3 . (5.16)

Тут не зважають на доданки, пропорцiйнi до En
3

(E3 < 1), а для коефiцiєнтiв Bl маємо

B3 =
√

3ϕ
−1/2
0 , B6 = −

√
3

2
R

(0)
1 ϕ−1

0 .

Беручи до уваги (5.16), iз (5.11) знаходимо

fn = f
(0)
CR + d1c1T τEn

2 + d3c
2
1T τ2E2n

2 , (5.17)

де

d1 = B3(A3 + A1/E2), d3 = B6(A3 + A1/E2
2).

Використаємо (5.17) для розрахунку (5.3). Зауважи-
мо, що завдяки (4.30) iснують рiвностi

s−(np+1) =
(
h̃2 + h2

c

) 1
d+2

, E
np+1
1 =

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

,

τ̃E
np+1
2 = Hc, Hc = τ̃

(
h̃2 + h2

c

)−1/2p0

,

E
np+1
3 = H3, H3 =

(
h̃2 + h2

c

)∆/2p0

. (5.18)

Тут використано позначення

ν =
ln s∗

ln E2
, ∆ = − ln E3

ln E2
, p0 =

ln E1

ln E2
=

d + 2
2

ν,

(5.19)

де ν – критичний показник кореляцiйної довжини, ∆
– критичний показник поправки до скейлiнгу, p0 –
кросоверний критичний показник. Для моделi ρ4 при
s = s∗ вони мають значення1

ν = 0, 605, ∆ = 0, 465, p0 = 1, 512.

Результат розрахунку (5.3) має вигляд

F
(+)
CR = −kTN0

(
γ01 + γ02τ + γ03τ

2
)

+ F
(s)
CR, (5.20)

де для коефiцiєнтiв γ0l знайдено вирази у роботi [42]:

γ01 = s−3f
(0)
CR

(
1− s−3

)−1
,

γ02 = s−3d1c1kE2(1− E2s
−3)−1,

γ03 = s−3d3c
2
1kE2

2(1− s−3E2
2)−1+

+s−3c1k1d1E2(1− E2s
−3)−1, (5.21)

якi збiгаються iз результатами аналогiчних обчислень
у випадку вiдсутностi поля [8]. Сингулярна частина
F

(s)
CR виразу (5.20) має вигляд

F
(s)
CR = kTN0γ̄

+s−3(np+1). (5.22)

Коефiцiєнт γ̄+ є функцiєю Hc i зображається у ви-
глядi

γ̄+ = γ̄1 + γ̄2Hc + γ̄3H
2
c , (5.23)

де γ̄l – сталi величини

γ̄1 = f
(0)
CR(1− s−3)−1,

1 Занижене значення ν у порiвняннi з даними методу МК [76]
пов’язане iз використанням недостатньо високого наближен-
ня для якобiана переходу вiд спiнових до КЗ. Використання
вищих наближень [28] приводить до зближення цих значень.
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γ̄2 = d1f0(1− E2s
−3)−1,

γ̄3 = d3f
2
0 (1− E2

2s−3)−1, (5.24)

якi при s = s∗ набувають значень: γ̄1 = 1, 529,
γ̄2 = −0, 635, γ̄3 = −0, 058. Сингулярна частина вне-
ску F

(s)
CR суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчної вели-

чини при h = 0. Зауважимо, що за вiдсутностi поля
маємо Hc = 1, а тому

γ̄+(h = 0) = γ+ = γ̄1 + γ̄2 + γ̄3. (5.25)

При h 6= 0 величина Hc < 1, причому для h̃ À hc

маємо Hc → 0, i основний внесок до γ̄+ дає величина
γ̄1.

Внесок до вiльної енергiї FLGR, вiдповiдно до (5.6),
мiстить два доданки. Для розрахунку першого з них
F

(+)
TR iз (5.7) необхiдно знайти явну залежнiсть вели-

чини fnp+m вiд m. Використаємо розв’язки РС (4.14),
якi при врахуваннi (5.18) набувають вигляду

wnp+m = h0E
m−1
1 h̃

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

,

rnp+m = βΦ(0)f0

[−1 + HcE
m−1
2 +

+ R(0)f−1
0 ϕ

−1/2
0 c2T Em−1

3 H3

]
, (5.26)

unp+m = (βΦf (0))2ϕ0

[
1 + ΦfHcE

m−1
2 + c2T Em−1

3 H3

]
.

Тут Φf = f0ϕ
−1/2
0 R

(0)
1 . Доданками, якi пропорцiйнi до

H3E
m−1
3 , будемо нехтувати, оскiльки поблизу ТФП

величина H3 iз (5.18) є малою, а Em−1
3 при m À 1

прямує до нуля (E3 < 1). Таке наближення вiдповiдає
нехтуванню поправками до скейлiнгу. За необхiдностi
такi поправки можна обчислювати, використовуючи
метод, запропонований у роботi [8].

Беручи до уваги (5.26), iз (3.23) знаходимо

xnp+m = x̄Em−1
2 Hc(1 + ΦfEm−1

2 Hc)−1/2, (5.27)

де введене позначення

x̄ = f0ϕ
−1/2
0

√
3. (5.28)

Аргумент xnp+m зi зростанням m зростає та залежить
вiд значення Hc. Легко переконатися, що величина
Hc для кожного значення h̃ однозначно визначається
параметром

α = h̃/hc. (5.29)

Для малих значень полiв величина Hc наближається
до одиницi, а з ростом α – прямує до нуля. Така пове-
дiнка Hc приводить до рiзного характеру залежностi
величини xnp+m iз (5.27) вiд m для малих та великих
значень полiв. Зважаючи на розв’язки (5.26), легко
переконатися, що значення величини m0 = 1 приво-
дить до досить великих значень аргументу xnp+m0+1,
що є достатньою умовою використання гаусового роз-
подiлу флуктуацiй для всiх ρk iз |k| ∈ Bnp+2. Отже,
внесок до вiльної енергiї системи (5.7) вiд перехiдної
областi флуктуацiй мiстить лише один доданок, який
має вигляд

F
(+)
TR = −kTN0fnp+1

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

, (5.30)

де для коефiцiєнта fnp+1 маємо вираз

fnp+1 =
1
2

ln ynp +
9
4
y−2

np
+

1
4
x2

np+1 + ln U(o, xnp+1).

(5.31)

Для розрахунку останнього внеску до вiльної енергiї
системи F ′ iз (5.6) слiд обчислити вираз для Z ′ iз
(5.8). При m0 = 1 маємо

Z ′ = 2(Nnp+2−1)/2
[
Q(Pnp+1)

]Nnp+2
Znp+2, (5.32)

де

Znp+2 =
∫

(dρ)Nnp+2×

× exp

(
h
√

Nρ0 − 1
2

∑

k∈Bnp+2

dnp+2(k)ρkρ−k−

−a
(np+2)
4

24
N−1

np+2

∑
k1,...,k4

ki∈Bnp+2

ρk1 . . . ρk4δk1+...+k4

)
. (5.33)

Для коефiцiєнтiв dnp+2 та a
(np+2)
4 маємо

dnp+2(k) = dnp+2(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dnp+2(0) = s−2(np+2)rnp+2,

a
(np+2)
4 = s−4(np+2)unp+2. (5.34)

Зауважимо, що методику розрахунку (5.33) у ви-
падку h = 0 розвинуто в роботi [8]. Вона ґрунту-
ється на тому фактi, що величина rnp+2(h = 0) À
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unp+2(h = 0), а отже, дозволяє використати для об-
числення (5.33) гаусове наближення. Однак, за наяв-
ностi поля коефiцiєнт rnp+2 зменшується пiд час ро-
сту поля i набуває вiд’ємних значень при достатньо
великих полях. Тому розроблена ранiше методика об-
числення потребує розвитку.

6. Видiлення макроскопiчної частини
параметра порядку

Розрахунок явного виразу величини Znp+2 iз (5.33)
суттєво залежить як вiд наявностi поля, так i вiд то-
го, вище чи нижче температури фазового переходу Tc

знаходиться система. Така ситуацiя зумовлена пове-
дiнкою коефiцiєнтiв rnp+2 та unp+2, для яких маємо
такi вирази:

rnp+2 = βΦ(0)f0 (−1 + E2Hc) ,

unp+2 = (βΦ(0))2ϕ0 (1 + ΦfE2Hc) . (6.1)

Коефiцiєнт unp+2 залишається додатним для до-
вiльних значень τ та h, що забезпечує збiжнiсть iн-
тегрування в (5.33). Коефiцiєнт rnp+2 є додатним i
значно перевищує unp+2 при малих значеннях поля
(hc À h̃). Для цiєї областi температур пiд час розра-
хунку (5.33) можна обмежитись гаусовим наближен-
ням, що детально обговорено у роботi [8]. Однак, для
великих значень поля (hc ¿ h̃) коефiцiєнт rnp+2 змен-
шується i при подальшому зниженi температури стає
вiд’ємним. У цiй температурнiй областi використання
гаусового наближення є безпiдставним.

Ситуацiя змiнюється, якщо в (5.33) виконати замi-
ну змiнних, а саме:

ρk = ηk +
√

Nσ+δk, (6.2)

де σ+ – деяка стала величина. У випадку T < Tc

пiдставою для змiщення змiнної ρ0 (середнє значен-
ня якої пов’язане з параметром порядку [5]) є наяв-
нiсть в системi спонтанного параметра порядку. По-
дiбна ситуацiя вiдбувається також при температурах,
вищих за Tc, за наявностi зовнiшнього поля. У цьому
випадку в системi iснує iндукований полем параметр
порядку. У результатi замiни (6.2) вираз (5.33) набу-
ває вигляду

Znp+2 = eNE0(σ+)

∫
(dη)Nnp+2×

× exp


A0

√
Nη0 − 1

2

∑

k∈Bnp+2

d̄(k)ηkη−k−

−1
6
b̄N

−1/2
np+2

∑

k1,...,k3

ηk1 ...ηk3δk1+...+k3−

− 1
24

ā4N
−1
np+2

∑

k1,...,k4

ηk1 ...ηk4δk1+...+k4


 . (6.3)

Тут

E0(σ+) = hσ+ − 1
2
dnp+2(0)σ2

+ −
1
24

a
(np+2)
4

N

Nnp+2
σ4

+,

(6.4)

а для коефiцiєнтiв A0, d̄(k), b̄ та ā4 маємо вирази

A0 = h− dnp+2(0)σ+ − 1
6
a
(np+2)
4 s3

0s
3(np+2)σ3

+,

d̄(k) = d̄(0) + 2βΦ(0)b2k2,

d̄(0) = dnp+2(0) +
1
2
a
(np+2)
4 s3

0s
3(np+2)σ2

+,

b̄ = a
(np+2)
4 s

3/2
0 s3/2(np+2)σ+, ā4 = a

(np+2)
4 . (6.5)

Для проведення подальших розрахункiв слiд конкре-
тизувати величину σ+. Оскiльки вирази (6.3)–(6.5)
справедливi при довiльних значеннях σ+, знайдемо
цю величину iз умови

∂E0(σ+)
∂σ+

= 0.

Беручи до уваги (6.4), отримуємо рiвняння

A0 = 0, (6.6)

розв’язок якого шукатимемо у виглядi

σ+ = σ0s
−(np+2)/2. (6.7)

Для величини σ0 отримуємо кубiчне рiвняння

σ3
0 + pσ0 + q = 0, (6.8)

де для коефiцiєнтiв p та q маємо вирази

p = 6s−3
0

rnp+2

unp+2
,

q = −6s
−9/2
0 s5/2 h0

unp+2

h̃

(h̃2 + h2
c)1/2

. (6.9)
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У загальному випадку величини p та q є функцiя-
ми температури та поля. Форма розв’язкiв (6.8) зале-
жить вiд знака дискримiнанта:

Q = (p/3)3 + (q/2)2.

Як вiдомо, для додатних Q маємо один дiйсний
розв’язок, а для Q < 0 рiвняння (6.8) має три дiй-
снi розв’язки. Легко переконатися, що при T > Tc

величина Q є додатною при будь-яких значеннях по-
ля.

Розглянемо деякi частковi випадки розв’язкiв (6.8).
Нехай h = 0. Тодi q = 0 для всiх τ 6= 0, i розв’язки
(6.8) мають вигляд

σ
(1)
0 = 0, σ(2,3) = ±√−p. (6.10)

Знак величини p залежить вiд того, вищою чи ниж-
чою за Tc є температура системи. Зважаючи на рiв-
ностi (5.18) та (6.1), для випадку T > Tc знаходимо

r
(+)
np+2 = βΦ(0)f0(E2 − 1),

u
(+)
np+2 = (βΦ(0))2ϕ0(1 + ΦfE2). (6.11)

Використовуючи рiвностi (6.11), iз (6.9) знаходимо,
що значення величини

p(+) = 6s−3
0

f0

ϕ0

1
βΦ(0)

E2 − 1
1 + ΦfE2

(6.12)

є додатними. У цьому випадку (h = 0, T > Tc) рiвня-
ння (6.8) не має дiйсних розв’язкiв.

Iншим частковим випадком розв’язкiв рiвняння
(6.8) є умова T = Tc. Легко переконатися, що тодi
величини p та q iз (6.9) перестають залежати вiд по-
ля. Дiйсно, при T = Tc маємо Hc = 0, а отже,

r
(c)
np+2 = −βΦ(0)f0,

u
(c)
np+2 = (βΦ(0))2ϕ0. (6.13)

Тодi iз (6.9) отримуємо

p(c) = −6s−3
0 (f0/ϕ0) (βcΦ(0))−1

,

q(c) = −6s
−9/2
0 s5/2 h0

ϕ0
(βcΦ(0))−2

. (6.14)

Величина Q(c) = Q(τ = 0) має вигляд

Q(c) = Q(0)

[
1− 8

9
f3
0

ϕ0h2
0

s−5βcΦ(0)
]

, (6.15)

де

Q(0) = 9s−9
0 s5 (h0/ϕ0)

2 (βcΦ(0))−4
. (6.16)

Знак Q(c) визначається квадратною дужкою виразу
(6.15), i завдяки наявностi малого множника s−5 ве-
личина Q(c) завжди набуває додатних значень. Заува-
жимо також, що Q(c) не залежить вiд величини поля i
визначається мiкроскопiчними параметрами системи.
Для значень параметрiв

s0 = 2, b/c = 0, 3, h0 = 0, 760 (6.17)

знаходимо

p(c) = −0, 389, q(c) = −2, 790, Q(c) = 1, 944. (6.18)

Легко переконатися, що для iнших значень параме-
трiв s0 та b/c величина Q(c) завжди додатна. При
T = Tc розв’язки рiвняння (6.8) мають вигляд

σc = Ac + Bc, (6.19)

де

Ac =
(
−q(c)/2 + (Q(c))1/2

)1/3

,

Bc = −
(
q(c)/2 + (Q(c))1/2

)1/3

.

Для випадку (6.17) знаходимо

Ac = 1, 408, Bc = 0, 092, σc = 1, 500. (6.20)

Величина змiщення σ+ iз (6.2) має вигляд

σ+ = h̃1/5σc. (6.21)

У загальному випадку розв’язок рiвняння (6.8) за-
лежатиме як вiд величини поля, так i вiд температу-
ри. Розв’язок (6.8) для всiх τ > 0 при h 6= 0 шукаємо
за допомогою методу Кардано σ0 = A + B, де

A =
(
−q/2 + Q1/2

)1/3

, B = −
(
q/2 + Q1/2

)1/3

.

Кривi залежностi σ0(τ) наведено на рис. 5 для декiль-
кох значень поля.

Зауважимо, що значення σ0 = 1, 500 при τ = 0 не
залежить вiд величини поля.

Вирази для перенормованих коефiцiєнтiв (6.5) за-
пишемо у виглядi

d̄(0) = s−2(np+2)rR,
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τ

σ

Рис. 5. Залежнiсть розв’язку σ0 рiвняння (6.8) вiд темпера-
тури. Крива 1 вiдповiдає значенню h = 0, 0001; крива 2 –
h = 0, 00005; крива 3 – h = 0, 00001

b̄ = s−3(np+2)vR,

ā = s−4(np+2)uR. (6.22)

Тут

rR = rnp+2 +
1
2
unp+2s

3
0σ

2
0 ,

vR = unp+2s
3/2
0 σ0, uR = unp+2. (6.23)

Пiд час розрахунку виразу (6.3) використовувати-
мемо гаусове наближення. Це пов’язано з малiстю ко-
ефiцiєнтiв vr та ur по вiдношенню до rR. Виконавши
в (6.3) замiну змiнних

ηk = ρks(np+2)
√

2/rR,

отримаємо

Znp+2 = eNE0(σ)s(np+2)Nnp+2(2/rR)Nnp+2/2ZG, (6.24)

де

ZG =
∫

(dρ)Nnp+2×

× exp


−

∑

k∈Bnp+2

(
1 + 2βΦ(0)b2k2s2(np+2)/rR

)
×

×ρkρ−k − x3N
−1/2
np+2

∑

k1,...,k3

ρk1 ...ρk3δk1+...+k3−

−x4N
−1
np+2

∑

k1,...,k4

ρk1 ...ρk4δk1+...+k4


 . (6.25)

Величини xn мають вигляд

x3 =
√

2
3

vr/(rR)3/2, x4 =
1
6
ur/r2

R (6.26)

та є малими, порiвняно з одиницею, i зменшуються
iз прямуванням T → Tc. Тому (6.25) зводиться до
добутку однократних iнтегралiв:

ZG =
∏

k∈Bnp+2

∫
dρk×

× exp
(
−

(
1 + 2βΦ(0)

b2

rR
k2s2(np+2)

)
ρkρ−k

)
. (6.27)

Внесок до вiльної енергiї системи вiд (6.24) має ви-
гляд

Fnp+2 = −kTNE0(σ)− 1
2
kTNnp+2 ln π−

−kTNnp+2(np + 2) ln s +
1
2
kTNnp+2 ln rR+

+
1
2
kT

∑

k∈Bnp+2

ln
(
1 + 2βΦ(0)b2k2s2(np+2)/rR

)
. (6.28)

Тут

E0(σ+) = e0h
(
h̃2 + h2

c

) 1
2(d+2) − e2

(
h̃2 + h2

c

) d
(d+2)

,

(6.29)

де введено позначення

e0 = σ0s
−1/2,

e2 =
1
2
σ2

0s−3

(
rnp+2 +

1
12

unp+2s
3
0σ

2
0

)
. (6.30)

Сума за k ∈ Bnp+2 в (6.28) може бути розрахована
шляхом переходу до iнтеграла за методикою, вико-
ристаною у роботi [5].

Беручи до уваги вирази (5.32) та (6.24), записуємо
вiдповiдну (5.32) частину вiльної енергiї як суму двох
внескiв:

F ′ = F
(+)
0 + F ′G,
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де доданок

F
(+)
0 = −kTNE0(σ+) (6.31)

вiдповiдає видiленню макроскопiчної частини пара-
метра порядку, а для F ′G маємо

F ′G = −kTNnp+2fG. (6.32)

Коефiцiєнт fG має вигляд

fG =
1
2

ln 2− 1
4

ln 3 + ln s +
1
4

ln unp+1 − 1
2

ln rR−

−1
2

ln U(xnp+1)− 3
8
y−2

np+1 −
1
2
f ′′G. (6.33)

Тут

unp+1 = (βΦ(0))2ϕ0(1 + ΦfHc),

xnp+1 = x̄Hc(1 + ΦfHc)−1/2 (6.34)

величини rR та ynp+2 визначенi в (6.23) та (3.23), вiд-
повiдно, а для f ′′G маємо вираз

f ′′G = ln(1 + a2)− 2
3

+
2
a2
− 2

a3
arctg a, (6.35)

де

a =
π

s0

b

c

(
2βΦ(0)

rR

)1/2

. (6.36)

На цьому етапi завершується розрахунок внескiв
до вiльної енергiї (5.1) вiд рiзного типу флуктуацiй
параметра порядку для дiапазону температур T >
Tc. Розрахунок вiльної енергiї для областi температур
T ≤ Tc виконано в [99].

7. Вiльна енергiя системи в зовнiшньому полi
поблизу точки фазового переходу при
T > Tc

Пiдсумуємо внески до вiльної енергiї системи вiд рi-
зних флуктуацiйних процесiв, якi спостерiгаються по-
близу точки фазового переходу другого роду. Вiдпо-
вiдно до представлення вiльної енергiї iз (5.1) маємо
декiлька типiв внескiв. Вираз F0, як випливає iз (5.2),
мiстить лише аналiтичну залежнiсть вiд поля h. Тако-
го ж типу є залежнiсть першого доданка FCR виразу
(5.20). Об’єднуючи цi внески, введемо позначення

Fa = F0 +
(
F

(+)
CR − F s

CR

)
. (7.1)

Це є аналiтична частина вiльної енергiї. Вона має ви-
гляд

Fa = −kTN
(
ln chh− F02h

′2
)
− 1

2
NΦ(0)Φ̄−

−kTN
(
γ0 + γ1τ + γ2τ

2
)
, (7.2)

де

γ0 = ln 2 + γ01s
−3
0 , γ1 = γ02s

−3
0 , γ2 = γ03s

−3. (7.3)

Внески до вiльної енергiї F
(s)
CR (5.22), F

(+)
TR (5.30)

та F ′ (6.31) i (6.32) мiстять суто неаналiтичну зале-
жнiсть вiд температури τ та поля h. Запишемо їхню
суму у виглядi двох типiв доданкiв. Перший з них
F

(+)
0 пов’язаний iз змiщенням змiнної ρ0 i має вигляд

iз (6.31). Другий F
(+)
s є сумою решти неаналiтичних

внескiв (дiапазон T > Tc):

F (+)
s = F

(s)
CR + F

(+)
TR + F ′G (7.4)

i може бути зображений у виглядi

F (+)
s = −kTNγ(+)

s

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

, (7.5)

де

γ(+)
s = s−3

0

(
fnp+1 − γ̄+ + fG/s3

)
. (7.6)

Таким чином, замiсть представлення вiльної енергiї у
виглядi (5.1) маємо еквiвалентне йому представлення

F = Fa + F (+)
s + F

(+)
0 , (7.7)

де аналiтична частина Fa має вигляд (7.2), для F
(+)
s

маємо (7.5), а доданок F
(+)
0 iз (6.31) набуває вигляду

F
(+)
0 = −kTN

[
e0h(h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)−

− e2(h̃2 + h2
c)

d
d+2

]
. (7.8)

Вирази для коефiцiєнтiв e0 та e2 наведено в (6.30).
Останнiй доданок виразу (7.8) має той же вигляд, що
i вираз Fs. Тому вираз (7.7) може бути записаний та-
кож у виглядi

F = Fa + FN + Fh, (7.9)

де Fa наведено в (7.2):

FN = −kTNγN (h̃2 + h2
c)

d
d+2 , (7.10)
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де

γN = γ(+)
s − e2, (7.11)

а для Fh знаходимо

Fh = −kTNe0h(h̃2 + h2
c)

1
2(d+2) . (7.12)

Внесок до вiльної енергiї Fh вiдiграє основну роль з
точки зору впливу зовнiшнього поля на критичну по-
ведiнку моделi.

8. Розрахунок параметра порядку та
сприйнятливостi спiнової системи поблизу
ТФП у зовнiшньому полi при T > Tc

Вираз (7.7) описує температурну та польову залежно-
стi тривимiрної моделi Iзiнга з експонентно-спадним
потенцiалом взаємодiї мiж вузлами. Зручнiсть такого
представлення дозволяє знаходити рiзнi фiзичнi ха-
рактеристики моделi поблизу точки фазового пере-
ходу. Поширеними є дослiдження теплоємностi [94–
96] поблизу температури фазового переходу Tc. При
певних модифiкацiях вираз (7.9) мiг би бути викори-
станим для пояснення пiкiв цiєї величини в дiапазонi
Tc. Останнiм часом докладаються значнi зусилля для
дослiдження поведiнки моделi Iзiнга на рiзних типах
ґраток [97, 98], використовуються рiзнi методи теоре-
тичного опису цiєї моделi, зокрема, метод точних РГ
рiвнянь [71]. Особливо цiкавими є роботи по вивчен-
ню критичних явищ в умовах мiкрогравiтацiї [100].
Роль гравiтацiйного поля на критичну поведiнку рi-
дин подiбна до впливу зовнiшнього магнiтного поля
на поведiнку спiнової системи поблизу точки фазо-
вого переходу. Ця обставина дозволяє використати
пiсля певної модифiкацiї вираз (7.12) для вивчення
явища гравiтацiйного ефекту в рiдинах поблизу кри-
тичної точки.

Використаємо вираз (7.7) для розрахунку темпе-
ратурних та польових залежностей таких фiзичних
характеристик, як параметр порядку та сприйнятли-
вiсть системи.

Для знаходження параметра порядку використає-
мо означення

M (+) = − 1
N

(
dF

dh

)

T

. (8.1)

Як i в роботi [101], зобразимо для зручностi розра-
хункiв величину M (+) у виглядi трьох доданкiв:

M (+) = Ma + M (+)
s + M

(+)
0 , (8.2)

якi вiдповiдають внескам вiд рiзних доданкiв (7.7) i
мають вигляд

Ma = − 1
N

(
dFa

dh

)

T

,

M (+)
s = − 1

N

(
dF

(+)
s

dh

)

T

,

M
(+)
0 = − 1

N

(
dF

(+)
0

dh

)

T

. (8.3)

Використовуючи формулу (7.2), отримуємо

Ma = th(h). (8.4)

Для дiапазону температур T > Tc величина M
(+)
s

розраховується вiдповiдно до (7.5) i зображається у
виглядi

M (+)
s = (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)

[
(h̃2 + h2

c)
1/2 dγ

(+)
s

dh
+

+
6
5
γ(+)

s s
3/2
0 f−1

0

h̃

(h̃2 + h2
c)1/2

]
. (8.5)

Похiдна величини γ
(+)
s розраховується вiдповiдно до

(7.6), де для кожного iз доданкiв вiдомий явний ви-
раз.

Для розрахунку M
(+)
0 використовуємо спiввiдно-

шення (7.8), яке справедливе для T > Tc. Зауважимо,
що похiднi σ0 за полем приводять до виразу, що збi-
гається з умовою (6.6), а отже, вiдповiднi внески ком-
пенсуються. Тому пiд час обчислення M

(+)
0 величина

σ0 вважається незалежною вiд поля. Отримуємо

M
(+)
0 = (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)

[
e0

(
1 +

1
5

h̃2

h̃2 + h2
c

)
−

−6
5
e2s

3/2
0

1
f0

h̃

(h̃2 + h2
c)1/2

− (h̃2 + h2
c)

1/2 de2

dh

]
, (8.6)

де

de2

dh
=

1
2
σ2

0s−3

(
drnp+2

dh
+

1
12

σ2
0s3

0

dunp+2

dh

)
. (8.7)
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τ

Рис. 6. Залежнiсть намагнiченостi вiд температури при вели-
чинi поля h = 10−6 для значення параметрiв моделi (6.17)

Беручи до уваги (6.1), знаходимо

drnp+2

dh
= s

3/2
0

1
h0

βΦ(0)f0E2
dHc

dh̃
,

dunp+2

dh
= s

3/2
0

1
h0

(βΦ(0))2ϕ0ΦfE2
dHc

dh̃
. (8.8)

Похiдна величини Hc може бути обчислена iз виразу
(5.18) i має вигляд

dHc

dh̃
= −Hc

p0

h̃

(h̃2 + h2
c)

. (8.9)

Використовуючи вираз (8.2), знаходимо сумарний
внесок до параметра порядку M (+) за наявностi зов-
нiшнього поля:

M (+) = σ
(+)
00 (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2) + h, (8.10)

де для коефiцiєнта σ
(+)
00 маємо

σ
(+)
00 = e0

(
1 +

1
5

h̃2

h̃2 + h2
c

)
+ e00

h̃

(h̃2 + h2
c)1/2

+

+e01(h̃2 + h2
c)

1/2. (8.11)

Тут величина e0 означена в (6.30), а для e00 та e01

знаходимо вирази

e00 =
6
5

(
s
3/2
0 /h0

)
(γ(+)

s − e2),

σ
(+)

00

τ

Рис. 7. Залежнiсть критичної амплiтуди σ
(+)
00 вiд температури

при величинi поля h = 10−6 для значення параметрiв моделi
(6.17)

e01 =
dγ

(+)
s

dh
− de2

dh
. (8.12)

Графiк температурної залежностi величини M (+) на-
ведено на рис. 6, а величини σ

(+)
00 на рис. 7 для зна-

чення поля h = 10−6. При цьому прийнята до ува-
ги умова нормування (4.40), а також покладено, що
s0 = 2, b/c = 0, 3.

Легко переконатися, що коефiцiєнт σ00 залежить
лише вiд параметра α iз (5.29). Як випливає iз спiв-
вiдношень (8.7)–(8.9), справедлива рiвнiсть

de2

dh
= −s

d/2
0

h0
qsσ

2
0

(
1 +

qe

12
σ2

0

)(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (8.13)

де сталi q1 та q2 можна визначити з формул

qs =
E2

2p0
βΦ(0)f0s

−3Hc
α

(1 + α2)1/2
,

qe = Φfs3
0ϕ0f

−1
0 βΦ(0).

Похiдна величини γ
(+)
s за полем має вигляд

dγ
(+)
s

dh
=

s
d/2
0

h0
fγ1

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (8.14)

де

fγ1 = s−3
0

(
fp + γp + fgv/s3

)
.

Величини fp, γp та fgv залежать лише вiд параметра
α = h̃/hc

fp =
1
2
rpgp

(
1− 9/y2

np

)
− 1

2
gp+1U(xnp+1),
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γp = Hcd (γ2 + 2γ3Hc) ,

fgv =
1
4

ϕ0Φf

unp+1
Hcd (βΦ(0))2 − 1

2
(gR/rR + gaag) +

+gp+1

(
3
4

rp+1

(ynp+1)2
− 1

2
U ′(xnp+1)
U(xnp+1)

)
.

Тут введено позначення

rp+m =
U ′(xnp+m)
U(xnp+m)

− 1
2

ϕ′(xnp+m)
ϕ(xnp+m)

,

gp+m = −x̄HcdE
m−1
2

(
1 + ΦHcE

m−1
2

)−1/2×

×
[
1− Φ

2
HcE

m−1
2

(
1 + ΦfHcE

m−1
2

)−1
]

,

де

Hcd =
Hc

p0

α

(1 + α2)1/2
.

Коефiцiєнт ag виражається через величину a iз (6.36)
таким чином:

ag =
2a

1 + a2
− 4

a3
+

6
a4

arctg a− 2
a3

1
1 + a2

,

а величина ga має вигляд

ga = −agR/2rR.

Значення rR наведено в (6.23), а для gR справедливий
вираз

gR = −βΦ(0)f0Hcd

(
1 +

1
2
qeσ

2
0

)
+ unp+2s

3
0gσσ0,

причому

gσ =
h0

s
d/2
0

s5/2

rR

1
1 + α2

+
σ0

rR
HcdβΦ(0)f0E2

(
1 +

ql

6
σ2

0

)
.

Зважаючи на записанi вище вирази (8.12)–(8.14),
знаходимо явний вигляд виразу для критичної ам-
плiтуди σ

(+)
00 iз (8.10):

σ
(+)
00 = e0

(
1 +

1
5

α2

1 + α2

)
+e00

α

(1 + α2)1/2
+e02, (8.15)

де для коефiцiєнта e02 маємо вираз

e02 =
s

d/2
0

h0

(
fγ1 + qsσ

2
0

(
1 + qeσ

2
0/12

))
.

Отже, критична амплiтуда σ
(+)
00 не залежить нi вiд

значення температури, нi вiд поля, а є функцiєю
їхнього вiдношення

α =
h̃

hc
=

(
s
3/2
0 /h0

)(
f0

c1k

)p0

α0,

де величина α0 є вiдношенням вихiдних значень h та
τ iз (2.26).

Таким чином, вигляд рiвняння стану тривимiрної
iзiнгоподiбної системи за наявностi поля описується
виразом (8.10). На вiдмiну вiд загальновiдомих пред-
ставлень цього рiвняння, а також параметричного
представлення [79], форма (8.10) має низку переваг.
Назвемо його кросоверним рiвнянням стану. Термiн
“кросовер” вживається тут з огляду на те, що вираз
(8.10) дозволяє природним чином здiйснювати пере-
хiд до випадкiв, коли одна iз змiнних (температура чи
поле) є визначальною для опису поведiнки параметра
порядку.

Дослiдимо поведiнку скейлiнгової функцiї кросо-
верного рiвняння стану σ

(+)
00 при змiнi температури

та величини поля. Як вiдзначалося вище, ця вели-
чина залежить лише вiд параметра α. Однак, α є
функцiєю мiкроскопiчних параметрiв гамiльтонiана,
зокрема, залежить вiд величини s0, яка характеризує
фур’є-образ потенцiалу взаємодiї (3.4). Тому приро-
днiше визначати залежнiсть σ

(+)
00 вiд параметра α0 iз

(2.26), який є вiдношенням приведеного поля h = βH
та вiдносної температури τ = (T −Tc)/Tc. Подiбнi за-
лежностi легко отримати iз (8.11) для iнших значень
цих параметрiв. Бiльш звичною є залежнiсть крити-
чної амплiтуди σ

(+)
00 вiд змiнної z = α

−1/p0
0 iз (2.30).

Подiбна змiнна x = τ/M1/β використовується в рiв-
няннi стану (2.32), запропонованому Вайдомом. Ве-
личина x включає в себе параметр порядку M (+),
який з точки зору мiкроскопiчного пiдходу має бу-
ти розрахований, а не введений “зверху”. Тому вико-
ристання змiнної z є бiльш природним, нiж змiнної
x, хоча при малих та вiд’ємних значеннях τ величи-
ни z та x еквiвалентнi. Графiк залежностi σ

(+)
00 вiд

z наведений на рис. 8. Причому крива 1 описує ту
ж залежнiсть, яку наведено на рис. 7 (лише в iнших
координатах).

Крива 2 на рис. 8 вiдповiдає критичнiй амплiтудi
σ

(+)
01 рiвняння стану, записаного у виглядi

M (+) = σ
(+)
01 h̃

1
d+2 + h, (8.16)

де

σ
(+)
01 = σ

(+)
00

(
1 + α−2

) 1
2(d+2) , (8.17)
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а крива 3 описує критичну амплiтуду σ
(+)
02 для тра-

дицiйного рiвняння стану

M (+) = σ
(+)
02 h

1
d+2 + h, (8.18)

де

σ
(+)
02 = σ

(+)
01

(
s
3/2
0

h0

) 1
(d+2)

. (8.19)

Використовуючи рiвнiсть z = (α0)−1/p0 , маємо

α =

(
s
3/2
0

h0

)(
f0

c1k

)p0

z−p0 .

Тодi залежнiсть критичної амплiтуди σ
(+)
01 вiд змiнної

z набуває вигляду

σ
(+)
01 = σ

(+)
00

(
1 + h2

0s
−3
0 (c1k/f0)

2p0 z2p0

) 1
2(d+2)

.

Очевидно, що для малих значень z величини крити-
чних амплiтуд σ

(+)
00 та σ

(+)
01 збiгаються (як це видно

iз порiвняння кривих 1 та 2 на рис. 8), i для цього
дiапазону областi параметра z рiвняння стану (8.10)
переходить у бiльш звичну форму (2.35). Використо-
вуючи малiсть параметра z, можна виконати розкла-
ди в ряд за його степенями (z ¿ 1) та отримати вiдомi
представлення для критичної амплiтуди σ

(+)
01 . Однак,

у дiапазонi z ≈ 1 такi розклади несправедливi.
Формула (8.10) дозволяє, зокрема, описати поведiн-

ку параметра порядку для деяких граничних випад-
кiв. Одним iз них є вiдсутнiсть в системi зовнiшнього
поля (h = 0). Для цього випадку похiднi величин γs

та e2 обертаються на нуль, а отже, e02(h = 0) = 0, i
маємо

σ00(h = 0) = e0.

Тодi iз (8.10) отримуємо залежнiсть

M (+)(h = 0) = e0|τ̃ |β ,

де2 β = ν/2. Коефiцiєнт e0 при h = 0 вiдмiнний вiд
нуля лише при T < Tc. Це пов’язано з тим, що e0 =
σ0s

−1/2, а σ0 є розв’язком рiвняння (6.8), яке для всiх
τ > 0 та h = 0 має лише нульовий дiйсний розв’язок.

Iншим граничним випадком є h 6= 0 та T = Tc. Йо-
му вiдповiдає значення α →∞. При цьому Hc → 0, i

2 Зауважимо, що для спрощення розрахункiв у данiй роботi
використовується наближення, при якому η = 0 (η – крити-
чний показник кореляцiйної функцiї).

Рис. 8. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди параме-
тра порядку σ

(+)
00 рiвняння стану (8.10) (крива 1), критичної

амплiтуди σ
(+)
01 спрощеного рiвняння стану (8.16) (крива 2) та

критичної амплiтуди σ
(+)
02 нормованого рiвняння стану (8.18)

(крива 3)

величини rnp+2, unp+2 та xnp+2 втрачають залежнiсть
вiд поля. Коефiцiєнти σ0, e0 та e2 обертаються в деякi
сталi величини. Параметр порядку M (+) iз (8.10) при
T = Tc має вигляд

M = h̃1/5σ0(Tc) + h,

де

σ0(Tc) =
6
5

(
e0 + (γ(+)

s − e2)s
3/2
0 /h0

)
.

Сприйнятливiсть системи знаходимо шляхом дифе-
ренцiювання (8.10) за полем. Отримуємо

χ(+) = β(1 + χ(+)
s ), (8.20)

де

χ(+)
s = (h̃2 + h2

c)
1

2(d+2)

(
dσ

(+)
00

dh
+

1
5
σ00

s
3/2
0

h0

h̃

(h̃2 + h2
c)

)
.

(8.21)

При обчисленнi похiдної вiд σ
(+)
00 необхiдно врахувати

залежнiсть величини σ0 вiд поля. Цю похiдну зручно
зобразити у виглядi

dσ
(+)
00

dh
= χ01(h̃2 + h2

c)
−1/2, (8.22)
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χ
+

00

τ

Рис. 9. Залежнiсть критичної амплiтуди сприйнятливостi χ
(+)
00

вiд вiдносної температури при значеннi поля h = 10−6

де

χ01 = χ011 + χ012 + χ013,

причому

χ011 =
2
5
s
3/2
0 h−1

0 (1 + α2)−1×

×
[
e0

α

(1 + α2)1/2
+ 3(γ(+)

s − e2)s
3/2
0 h−1

0

]
,

χ012 = (h̃2 + h2
c)

1/2

[(
1 +

1
5

α2

(1 + α2)

)
de0

dh
+

+
11
5

s
3/2
0

h0

α√
1 + α2

(
dγ

(+)
s

dh
− de2

dh

)]
,

χ013 = (h̃2 + h2
c)

[
d2γ

(+)
s

dh′2
− d2e2

dh′2

]
. (8.23)

Очевидно, що коефiцiєнт χ011 прямує до нуля у ви-
падку росту h при фiксованому τ або у випадку
зменшення τ при фiксованому значеннi h, оскiльки
χ011 ∼ (1 + α2)−1.

Беручи до уваги (8.22), знаходимо формулу для
сприйнятливостi:

χ(+) = β + βχ
(+)
00 (h̃2 + h2

c)
− d+1

2(d+2) , (8.24)

де

χ
(+)
00 = χ01 +

1
5
σ

(+)
00 s

3/2
0 h−1

0

α

(1 + α2)1/2
. (8.25)

Температурну залежнiсть величини критичної амплi-
туди сприйнятливостi χ

(+)
00 наведено на рис. 9.

Вираз для сприйнятливостi (8.24) вiдрiзняється вiд
загальновживаних виразiв у роботах [79,80]. Вважає-
ться, що сприйнятливiсть системи поблизу критичної
точки має вигляд [80]:

χ = h1/δ−1fχ(z), (8.26)

де величина fχ(z) є скейлiнговою функцiєю сприйня-
тливостi. Саме для такого вигляду χ дослiджено
залежнiсть fχ(z) вiд величини z. Вона (на вiд-
мiну вiд χ

(+)
00 ) досягає максимуму при значеннях

z ∼ 1. Для порiвняння отриманого вище результа-
ту для сприйнятливостi (8.24) зведемо його до вигля-
ду (8.26). Для сингулярної частини сприйнятливостi
знаходимо

χ(+) = βχ
(+)
01 h̃−

d+1
d+2 , (8.27)

де

χ
(+)
01 = χ

(+)
00

(
1 + α−2

)− d+1
d+2 . (8.28)

Якщо в (8.27) величину h̃ замiнити на h вiдповiд-
но до (4.25), отримуємо ще одне представлення для
сприйнятливостi системи:

χ(+) = βχ
(+)
02 (h)−

d+1
d+2 , (8.29)

де

χ
(+)
02 = χ

(+)
01

(
h0/s

3/2
0

) d+1
d+2

. (8.30)

На рис. 10 наведено залежностi величин χ
(+)
01 (кри-

ва 2) та χ
(+)
02 (крива 1) вiд аргументу z. Як бачимо,

наявнiсть максимуму критичної амплiтуди сприйня-
тливостi пов’язана iз формою представлення самого
виразу для неї.

Якщо абстрагуватися вiд термiнологiї, пов’язаної iз
введенням критичних амплiтуд та зобразити темпе-
ратурну залежнiсть сприйнятливостi, то отримуємо
криву, зображену на рис. 11. Вона вiдповiдає зна-
ченню h = 10−6 та не залежить вiд форми пред-
ставлення (8.24), (8.27) чи (8.29) i має максимум при
деякiй температурi τ 6= 0, що вiдповiдає z ∼ 1.
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χ
+

0

Рис. 10. Залежнiсть вiд змiнної z критичної амплiтуди
сприйнятливостi χ(+)

Формула (8.24) спрощується для граничних випад-
кiв. Так, при h = 0 маємо

χ(+)(h = 0) = βχ
(+)
00 (h = 0)|τ̃ |−γ . (8.31)

Тут γ = 2ν, а для критичної амплiтуди χ00(h = 0)
знаходимо вираз

χ
(+)
00 (h = 0) =

6
5
s3
0h
−2
0 (γ(+)

s − e2). (8.32)

Зауважимо, що значення χ00(h = 0) значно залежить
вiд того, вище чи нижче температури фазового пере-
ходу знаходиться система. Для всiх T > Tc (та h = 0)
маємо e2 = 0, однак, при T < Tc e2 6= 0, i тому значен-
ня критичної амплiтуди буде iншим для температур,
вищих та нижчих вiд температури фазового перехо-
ду.

9. Розрахунок ентропiї та теплоємностi
поблизу ТФП в зовнiшньому полi
при T > Tc

Використаємо вираз для вiльної енергiї (7.7) для роз-
рахунку ентропiї та теплоємностi системи. Викори-
стаємо вiдоме спiввiдношення для ентропiї

S(+) = −
(

dF

dT

)

h

. (9.1)

Вiдповiдно до (7.7) зобразимо його у виглядi

S(+) = Sa + S(+)
c + S

(+)
0 , (9.2)

χ
+

τ

Рис. 11. Залежнiсть вiд температури сприйнятливостi системи

де Sa вiдповiдає внеску аналiтичних доданкiв:

Sa = −
(

dFa

dT

)

h

,

Ss – вiдповiдає внеску неаналiтичних доданкiв вiльної
енергiї:

S(+)
s = −

(
dF

(+)
s

dT

)

h

, (9.3)

а S
(+)
0 – внесок вiд макроскопiчної частини змiнної

ρ0:

S
(+)
0 = −

(
dF

(+)
0

dT

)

h

. (9.4)

Подальшi вирази для ентропiї (теплоємностi) будемо
нормувати на число частинок N . Використовуючи ви-
раз (7.2), iз (9.3) знаходимо

Sa = k(ln chh) + k(γ0 + γ1 + 2(γ1 + γ2)τ). (9.5)

Розглянемо внески до ентропiї при температурах, ви-
щих за Tc. Для S

(+)
s отримуємо

S(+)
s = k3ν

c1k

f0
γ(+)

s

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)2/5

+

+k
dγ

(+)
s

dτ
(h̃2 + h2

c)
d

d+2 , (9.6)
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де знехтувано малими внесками, якi пропорцiйнi до
(h̃2 + h2

c)
3/5, а для S

(+)
0 маємо вираз

S
(+)
0 = kh(h̃2 + h2

c)
1/10

[
de0

dτ
+

ν

2
c1k

f0
e0

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)

]
−

−k(h̃2 + h2
c)

3/5

[
de2

dτ
+ 3ν

c1k

f0
e2

|τ̃ |5ν−1

(h̃2 + h2
c)

]
. (9.7)

Залежнiсть загального виразу для ентропiї вiд тем-
ператури та поля поблизу точки фазового переходу
знаходимо iз (9.2) iз врахуванням виразiв (9.5)–(9.7).

Зауважимо, що похiднi по температурi величин e0

та e2 спрощуються, оскiльки тут (як i у випадку роз-
рахунку внеску до параметра порядку M

(+)
0 ) вели-

чина σ0 вважається незалежною вiд температури. У
цьому легко переконатися, розглянувши вираз

E0 = h
(
h̃2 + h2

c

) 1
2(d+2) de0

dτ
− de2

dτ

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

.

Звертаючись до виразу (6.30), знаходимо

E0 =
dσ0

dτ
E0σ −

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

E0t, (9.8)

де

E0σ = s−3
(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

[
s5/2 h

(h̃2 + h2
c)1/2

−

−
(

σ0rnp+2 +
1
6
σ3

0unp+2s
3
0

)]
,

E0t =
1
2
σ2

0s−3

(
drnp+2

dτ
+

1
12

σ2
0s3

0

dunp+2

dτ

)
. (9.9)

Вираз E0σ обертається на нуль для довiльних h та τ ,
оскiльки збiгається iз рiвнянням (6.8) для знаходже-
ння σ0. Тому

S
(+)
0 = k(S(+)

01 + S
(+)
02 + S

(+)
03 ), (9.10)

де

S
(+)
01 = e0h

ν

2
c1k

f0
|τ̃ |5ν−1(h̃2 + h2

c)
−9/10,

S
(+)
02 = −e23ν

c1k

f0
|τ̃ |5ν−1(h̃2 + h2

c)
−2/5,

S
(+)
03 = −E0t(h̃2 + h2

c)
3/5. (9.11)

Величина E0t може бути знайдена в явному вигля-
дi. Використовуючи вираз (6.1), знаходимо

drnp+2

dτ
= βΦ(0)E2

dHc

dτ
,

dunp+2

dτ
= (βΦ(0))2ϕ0ΦfE2

dHc

dτ
, (9.12)

причому, вiдповiдно до (4.18), маємо

dHc

dτ
=

c1k

f0

h̃2

h̃2 + h2
c

(
h̃2 + h2

c

)−1/2ρ0

. (9.13)

У результатi пiдстановки цих виразiв у (9.9) знаходи-
мо

S
(+)
03 = −E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

(
h̃2 + h2

c

) 3ν−1
5ν

. (9.14)

Пiдсумовуючи всi внески до ентропiї, отримуємо за-
гальний вираз

S(+) = Sa + kS1

(
h̃2 + h2

c

) 3ν−1
5ν

+ kS2
τ̃5ν−1

(h̃2 + h2
c)2/5

.

(9.15)

Тут вираз для Sa наведений в (9.5), а для S1 та S2

маємо

S1 = γ
(+)
sd − E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

,

S2 =
c1k

f0

(
3ν

(
γ(+)

s − e2

)
+ e0

ν

2
h

(h̃2 + h2
c)1/2

)
. (9.16)

Для скорочення запису тут введено позначення

E0t0 =
1
2
σ2

0s−3βΦ(0)E2c1k

(
1 +

qeσ
2
0

12

)
,

γ
(+)
sd =

(
h̃2 + h2

c

) 1
5ν dγ

(+)
s

dτ
. (9.17)

У випадку h = 0 величина γ
(+)
sd = τ̃

dγ(+)
s

dτ i прямує до
сталої величини при τ → 0. Вираз (9.15) вiдповiдає
дiапазону температур T ≥ Tc. Для дiапазону значень
T ≤ Tc можна отримати подiбний вираз, використо-
вуючи замiсть F (+) величину F (−) iз [99].

Теплоємнiсть системи C(+) будемо розраховувати,
враховуючи формулу (9.15). Запишемо

C(+) = Ca + C
(+)
1 + C

(+)
2 . (9.18)
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Тут

Ca = 2k(γ1 + γ2), (9.19)

а для внескiв C
(+)
n маємо вирази

C
(+)
1 = kT

d

dT

[
S1

(
h̃2 + h2

c

) 3ν−1
5ν

]
,

C
(+)
2 = kT

d

dT

[
S2τ̃

5ν−1
(
h̃2 + h2

c

)−2/5
]

. (9.20)

Легко переконатися, що

C
(+)
1 = k

(
h̃2+h2

c

)− α
5ν

[
S1t+(3ν − 1)S1

c1k

f0
τT

]
, (9.21)

де α = 2− 3ν, а S1t має вигляд

S1t =
(
h̃2 + h2

c

) 1
5ν dS1

dτ
. (9.22)

Використовуючи явний вираз для S1 iз (9.16), знахо-
димо

S1t =
c1k

f0
τT

(
γ

(+)
sd + 5νE0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

)
−

−c1kσ0s
−3βΦ(0)E2

(
1 + σ2

0qe/6
)
σ0d

h̃2

h̃2 + h2
c

+ γ
(+)
sdd .

(9.23)

Тут введено позначення

τT =
(

τ̃

(h̃2 + h2
c)1/5ν

)5ν−1

,

σ0d = (h̃2 + h2
c)

1/5ν dσ0

dτ
,

γ
(+)
sdd = (h̃2 + h2

c)
2/5ν d2γ

(+)
s

dτ2
. (9.24)

Розрахунок похiдної за температурою вiд величи-
ни σ0 виконується iз тiєї ж рiвностi, з якої розрахо-
вувалася вище похiдна за полем. У результатi такого
розрахунку знаходимо

σ0d = −c1k

f0

σ0

rR
βΦ(0)f0E2

(
1 + σ2

0qe/6
) h̃2

h̃2 + h2
c

−

−c1k

f0

5ν

2
s5/2

rR
τT

h

(h̃2 + h2
c)1/2

. (9.25)

Беручи до уваги наведенi вище рiвностi, знаходимо
внесок до теплоємностi C

(+)
1 . Вiн має вигляд

C
(+)
1 = kC11

(
h̃2 + h2

c

)− α
5ν

, (9.26)

де

C11 =
c1k

f0

[
3ντT γ

(+)
sd + (2ν + 1)τT E0t0

h̃2

h̃2 + h2
c

−

− σ02σ0d
h̃2

h̃2 + h2
c

+
f0

c1k
γ

(+)
sdd

]
. (9.27)

Тут

σ02 = σ0s
−3f0βΦ(0)E2

(
1 + σ2

0qe/6
)
.

Внесок до теплоємностi C
(+)
2 iз (9.18) має вигляд

C
(+)
2 = kC21

τ̃5ν−1

(h̃2 + h2
c)(2ν+1)/5ν

+ kC22
τ̃5ν−2

(h̃2 + h2
c)2/5

.

(9.28)

Для коефiцiєнтiв C2n маємо:

C21 =
c1k

f0
3ν

(
γ

(+)
sd − e2d

)
+

+
h

(h̃2
c + h̃2)1/2

(
ν

2
e0d − c1k

f0

5ν2

4
e0τT

)
,

C22 =
(

c1k

f0

)2 (
5ν − 1− 2ν

h2
c

h̃2 + h2
c

)
×

×
(

3ν
(
γ(+)

s − e2

)
+

ν

2
e0

h

(h̃2 + h2
c)1/2

)
. (9.29)

Тут введено позначення

e2d =
(
h̃2 + h2

c

) 1
5ν de2

dτ
. (9.30)

Таким чином, вирази (9.26) та (9.28) описують пове-
дiнку теплоємностi системи поблизу точки фазового
переходу за наявностi зовнiшнього поля.
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При умовi h → 0 вирази (9.20) можна спростити.
Для першого з них маємо

C
(+)
1 (h = 0) = |τ̃ |−αC1τ , (9.31)

де C1τ = C11(h = 0) має вигляд

C1τ = k
c1k

f0
3νγ

(+)
sd + kγ

(+)
sdd .

Для C
(+)
2 при h = 0 знаходимо

C
(+)
2 (h = 0) = C2τ |τ̃ |−α, (9.32)

де

C2τ =
c1k

f0
3ν

(
γ

(+)
sd − e2d

)
+

+
(

c1k

f0

)2

(3ν − 1)
[
3ν

(
γ

(+)
3 − e2

)]
.

У границi τ → 0 теплоємнiсть залежить вiд поля.
Вираз для C

(+)
2 при τ = 0 дорiвнює нулевi. Для C

(+)
1

маємо

C
(+)
1 (τ = 0) = h̃−ϕC1h.

Тут

C1h = k
c1k

f0

[
−σ02σ0d +

f0

c1k
γ

(+)
sdd

]
.

Тому поведiнка теплоємностi при T = Tc має по-
льову особливiсть з критичним показником:

ϕ =
α

δβ
,

де у використаному нами наближеннi α = 2− dν, δ =
(d + 2) та β = ν/2.

10. Висновки

Запропонований у роботi метод опису критичної по-
ведiнки 3D iзiнгоподiбної моделi дозволяє отримува-
ти явнi вирази для таких спостережуваних величин,
як намагнiченiсть, сприйнятливiсть, теплоємнiсть то-
що. Розрахунки не передбачають введення феномено-
логiчних параметрiв. Завдяки використанню негаусо-
вих розподiлiв параметра порядку вперше отримано
загальний вираз для вiльної енергiї системи побли-
зу ТФП за наявностi поля, який справедливий при
будь-яких значеннях останнього.

Показано, що пiд час розрахунку вiльної енергiї си-
стеми поблизу точки фазового переходу до уваги слiд
брати наявнiсть двох рiзних за своєю природою флу-
ктуацiйних областей. Перша з них формується мо-
дами флуктуацiй параметра порядку, довжина хви-
лi яких не перевищує кореляцiйної довжини систе-
ми при заданих температурi та зовнiшньому полi. У
цiй флуктуацiйнiй областi має мiсце ренормгрупова
симетрiя. Вона є вiдповiдальною за формування (не-
класичних) значень критичних показникiв.

Друга флуктуацiйна область формується флукту-
ацiями, довжина хвилi яких перевищує кореляцiйну
довжину. Вона характеризується гаусовим розподi-
лом флуктуацiй i не впливає на значення критичних
показникiв. Кожна зi згаданих вище флуктуацiйних
областей дає вiдповiдний внесок до вiльної енергiї си-
стеми.

Розрахунок виразу для вiльної енергiї включає та-
кож наявнiсть внеску вiд перехiдної областi FTR (мiж
областями КР та ГГР), а також внеску F0 вiд макро-
скопiчної частини середнього значення змiнної, пов’я-
заної з параметром порядку. Внесок FTR формується
флуктуацiями параметра, сумiрними з кореляцiйною
довжиною, i вводиться виключно для зручностi роз-
рахунку. Внесок F0 є одним iз визначальних при описi
критичної поведiнки системи. Вiн є, по сутi, мiкро-
скопiчним аналогом вiльної енергiї Ландау i дозво-
ляє якiсно описати всi характеристики системи по-
близу точки фазового переходу. Це є певний варiант
розкладу вiльної енергiї системи за степенями пара-
метра порядку, причому коефiцiєнти цього розкладу
як функцiї температури та поля також формуються
в областях КР та ТР.

Результати проведених розрахункiв дозволяють
зробити певнi висновки щодо величин ренормгрупо-
вого параметра s. Зрозумiло, що s > 1. При отри-
маннi виразу (2.25) iз (2.23) вважається, що s = sτ ,
де sτ = |τ |−ν . Тому пiд час наближення T до Tc ве-
личина sτ набуває великих значень. Подiбну ситуа-
цiю визначено при отриманнi (2.29), де s = sh, при-
чому sh = h−µ. Пiд час зменшення величини поля
значення sh аномально росте. Таким чином, скейлiн-
говi форми виразу для вiльної енергiї (2.25) чи (2.29)
передбачають використання аномально великого зна-
чення ренормгрупового параметра s. Iз точки зору
гiпотези унiверсальностi Каданова величина s може
набувати довiльних значень (s > 1), i в даному ви-
падку маємо справу з однократним укрупненням по-
чаткової ґратки з перiодом c до блочної ґратки з пе-
рiодом cp = c sp, де параметр sp набуває значення
sτ або sh. Iдея даної роботи полягає в тому, що ве-
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личина sp = snp , де s є скiнченне число (s = 2; 3; 4),
однак, величина np зростає по мiрi наближення до то-
чки фазового переходу. Вона означає число iтерацiй
при поетапному укрупненнi блочних структур i зале-
жить вiд температури та поля. Замiсть однократного
укрупнення ґратки з метою отримання iз (2.23) ви-
разiв (2.25) та (2.29) пропонується багатократне (np-
кратне) укрупнення вихiдної ґратки з наперед зада-
ним скiнченним параметром s. У ходi такого укрупне-
ння виникають рекурентнi спiввiдношення, якi дозво-
ляють розрахувати значення критичних показникiв.
Саме такий пiдхiд дозволяє вирiшити парадоксальну
ситуацiю, яка спостерiгається при використаннi ди-
ференцiальної форми ренормгрупи. Тут вважається,
що параметр s → 1, з iншого боку, вирази (2.25) та
(2.29) вимагають, щоб параметр s (sh або st) пряму-
вав до безмежностi поблизу точки фазового переходу.
Проблема знiмається, якщо при отриманнi цих вира-
зiв в ролi параметра s використовувати величину sp,
а вираз (2.23) замiнити на

fs(τ, h) = s−dnpfs (sytnpτ, syhnph) .

У данiй роботi отримано явну функцiональну зале-
жнiсть сингулярної частини вiльної енергiї вiд темпе-
ратури та поля. Вона складається iз виразiв (7.5) та
(7.8), якi є узагальненням формул (2.25) та (2.29). В
областi малих чи великих значень поля вираз (7.7) є
еквiвалентним до скейлiнгових форм (2.25) та (2.29)
вiдповiдно. Однак, в областi промiжних значень по-
ля (z ≈ 1) наближенi представлення перестають опи-
сувати поведiнку системи. Тут спостерiгається бiльш
загальна форма залежностi вiд температури та по-
ля.
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ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕГО ПОЛЯ НА ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД
ВТОРОГО РОДА: МЕТОД ОПИСАНИЯ КРИТИЧЕСКОГО
ПОВЕДЕНИЯ ТРЕХМЕРНЫХ СИСТЕМ

М.П. Козловский

Р е з ю м е

Выполнен краткий обзор современного состояния по изуче-
нию поведения основных характеристик моделей вблизи то-
чки фазового перехода второго рода. Приведены методы тео-
ретического описания их критического поведения. Среди них
– метод молекулярного поля, теория Ландау, метод ренорма-

лизационной группы и др. Основная часть работы посвяще-
на изложению аналитического метода описания критического
поведения 3D изингоподобной системы во внешнем поле. Он
является развитием теории фазовых переходов, предложенной
И.Р. Юхновским с использованием метода коллективных пе-
ременных. Обобщение посвящено изучению влияния внешне-
го поля на поведение таких физических характеристик, как
параметр порядка, восприимчивость, теплоемкость и др. В
рамках упрощенной модели произведен расчет как значений
критических показателей, так и критических амплитуд ря-
да физических величин. Предложена обобщенная форма за-
писи скейлинговой формы свободной энергии системы вбли-
зи точки фазового перехода. Получено кроссоверное уравне-
ние состояния, которое содержит явную зависимость параме-
тра порядка от относительной температуры и внешнего по-
ля.

INFLUENCE OF AN EXTERNAL
FIELD ON THE SECOND ORDER PHASE
TRANSITION: METHOD FOR DESCRIPTION
OF THE CRITICAL BEHAVIOR OF 3D SYSTEMS

M.P. Kozlovskii

Institute of Condensed Matter Physics,
Nat. Acad. of Sci of Ukraine
(1, Sventsits’kyi Str., Lviv 76011; e-mail: mpk@ph.icmp.lviv.ua)

S u m m a r y

The review of modern researches of the behavior of systems near
the second-order phase transition point is given. The methods a
the theoretical description of their critical behavior are presented.
For instance, the mean-field method, the Landau theory, the
renormalization group method, etc. are considered. The main
part of the work is devoted to the presentation of an analytic
method describing the critical behavior of the 3D Ising model in
the external field. It is the continuation of the phase transition
theory proposed by I.R. Yukhnovs’kyi and uses the collective vari-
ables method. The generalization concerns with the external fi-
eld influence on the behavior of such characteristics as the order
parameter, susceptibility, heat capacity, etc. Within the frame of
a simple model, the critical exponents and critical amplitudes for
various physical quantities are evaluated. The general scaling form
for the free energy near the phase transition point is suggested. The
crossover equation of state is obtained. It represents the explicit
dependence of the order parameter on the reduced temperature
and the external field.
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