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Проведено фазовий аналiз динамiчних рiвнянь, отриманих у
роботi [13] на основi мiкроскопiчного подання поляризацiї ан-
самблю квантових точок i рiзницi заселеностей електронних
рiвнiв. Показано, що за наявностi накачки та спiввiдношення
параметрiв, що реалiзуються в ансамблi квантових точок, ко-
герентне випромiнювання протiкає у режимi гiгантського iм-
пульсу незалежно вiд розладу резонатора i параметрiв зв’язку.
Проведено порiвняння з експериментальними даними.

1. Вступ

Явище когерентного випромiнювання свiтла атома-
ми i молекулами добре вiдомо i докладно дослiдже-
но (див., наприклад, [1, 2]). Останнiм часом когерен-
тне випромiнювання спостерiгалось також для бозе-
ейнштейнiвських конденсатiв атомiв [3], спiнiв ядер
[4] та магнiтних молекул [5]. У роботi [6] припуска-
лося, що якщо вiдстанi мiж квантовими точками або
ямами не перевищують довжину випромiнювання, то
мiж ними виникає ефективна взаємодiя через еле-
ктромагнiтне поле, завдяки чому наноструктури та-
кож можуть переходити у режим когерентного ви-
промiнювання. Розвинення сучасних технологiй до-
зволяє сформувати ансамблi нанооб’єктiв з густиною,
достатньою для забезпечення такого режиму [7]. У
результатi когерентне випромiнювання було виявлене
для квантових точок [8], напiвпровiдникових гетеро-
структур [9] та фотонних кристалiв [10].

З фiзичної точки зору така поведiнка пояснюється
тим, що рух носiїв заряду у квантових ямах, нитках
i точках обмежено в одному, двох або трьох напрям-
ках. Внаслiдок цього вказанi нанооб’єкти характери-
зуються квантовими рiвнями енергiї, якi характернi

для iзольованих атомiв i молекул (у зв’язку з цим
квантовi точки прийнято називати “штучними атома-
ми”) [11,12]. Оскiльки з ростом розмiрностей нанооб’-
єктiв густина їх електронних станiв значно спадає, то
найефективнiшими носiями квантових властивостей
є квантовi точки, а з переходом до ниток та ям цi
властивостi значно послаблюються.

Послiдовна теорiя когерентного випромiнювання
ансамблю квантових точок, яка основана на мiкро-
скопiчному уявленнi, развинена у недавнiй роботi
[13]. Було показано, що еволюцiя системи зводиться
до таких стадiй:

• за коротким iнтервалом 10−15 − 10−14 с iде
флуктуацiйний режим, в якому квантовi то-
чки, що подають електричнi диполi, почина-
ють автономне випромiнювання електромагнi-
тних хвиль, але взаємодiя мiж ними ще вiдсу-
тня;

• до моменту часу 10−14 − 10−13 с протiкає кван-
това стадiя, за яку диполi починають ефектив-
ний обмiн фотонами, але когерентнiсть не всти-
гає розвинутись;

• на когерентнiй стадiї, що протiкає до часу
tcoh ∼ 10−13 − 10−12 с, квантовi точки iмiтують
iмпульс когерентного випромiнювання (макси-
мум iмпульсу досягається з закiнченням часу
затримки порядку 5tcoh, а його тривалiсть ста-
новить приблизно 2tcoh);

• пiсля випускання iмпульсу електромагнiтного
випромiнювання, система за час T ∼ 10−9 с ре-
лаксує у некогерентний стан;
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• при t > T в ансамблi квантових точок, який не
пiддається зовнiшнiй накачцi або складається
iз слабко взаємодiючих диполiв, установлюється
стацiонарний стан, що вiдповiдає притягуючо-
му вузлу фазової площини; в протилежному ви-
падку реалiзується послiдовнiсть, що складає-
ться приблизно iз 10 iмпульсiв, якi слiдують з
перiодом порядку 10−13 с.

Особливiсть пiдходу [13] полягає у тому, що при
переходi вiд мiкроскопiчних величин до макроскопi-
чних використанi двi принципово рiзнi процедури усе-
реднення: у рамках першої робиться перебiр стати-
стичних станiв квантової системи, при якому вико-
ристовується середньопольове розчеплення усiх коре-
ляторiв; за подальшого усереднення за стохастичною
змiною динамiчних величин утримуються парнi коре-
лятори амплiтуд флуктуацiй цих величин. Такий пiд-
хiд дозволив послiдовно врахувати колективнi ефе-
кти, якi приводять до перенормування ефективних
значень параметрiв системи (на вiдмiну вiд когерен-
тного випромiнювання атомiв i молекул цi ефекти вi-
дiграють основну роль в ансамблi напiвпровiднико-
вих нанооб’єктiв).

Використання схеми [13] дає описання не тiльки
розвиненого режиму когерентного випромiнювання,
але i послiдовно подає механiзм виходу на цей режим
завдяки пiдсиленню електромагнiтного випромiнюва-
ння. При цьому виявилось недостатнiм використову-
вати одномодове наближення, оскiльки несуперечли-
ва картина явища потребує урахування повного на-
бору поперечних мод випромiнювання, за яким слiд
провести просторове усереднення. В результатi були
отриманi динамiчнi рiвняння, що пов’язують швид-
костi змiни поляризацiї ансамблю квантових точок P
i рiзницi заселеностей електронних рiвнiв S зi зна-
ченнями самих величин P i S. Чисельний розв’язок
цих рiвнянь показує, що при зумовлених спiввiдно-
шеннях параметрiв система може генерувати як оди-
ночнi iмпульси електромагнiтного випромiнювання,
так i їх послiдовностi. Однак при цьому використо-
вувались значення параметрiв, якi не реалiзуються у
напiвпровiдникових нанооб’єктах (так, при отриман-
нi немонотонних часових залежностей, показаних на
рис. 3 роботи [13], прийнято аномально велике значе-
ння параметра затухання рiзницi заселеностей рiвнiв
γ1, далi позначене як γS). Тому вважається актуаль-
ним бiльш детальне дослiдження можливих режимiв
генерацiї електромагнiтного випромiнювання ансам-
блем квантових точок.

Як вiдомо iз синергетики, найпростiше таке дослi-
дження досягається з використанням методу фазової
площини, у рамках якого замiсть часових залежно-
стей P (t) i S(t) розглядається самоузгоджена змiна
самих величин P i S, що виражається фазовим спiв-
вiдношенням P (S) [17–20]. Пропонована робота при-
свячена проведенню такого дослiдження. У роздiлi 2
дано коротке викладення схеми [13], яка приводить
до динамiчних рiвнянь для поляризацiї P i рiзницi
заселеностi рiвнiв S. На основi цих рiвнянь у роздiлi
3 проведено дослiдження умов когерентного випро-
мiнювання. У роздiлi 4 подано висновки про можливi
режими генерацiї когерентного випромiнювання при
реальних значеннях параметрiв ансамблю квантових
точок.

2. Постановка задачi

Згiдно з [13] мiкроскопiчна поведiнка системи визна-
чається часовими залежностями операторiв псевдо-
спiну σ−i (t), σ+

i (t), σzi (t), розподiлених за вузлами
i = 1, . . . , N , векторним потенцiалом i напругами еле-
ктромагнiтного поля випромiнювання, а також стру-
мами, якi iндукуються квантовими точками i напiв-
провiдниковим середовищем, у якому вони знаходя-
ться. При цьому поведiнка псевдоспiнiв задається рiв-
нянням Гейзенберга, а електромагнiтне поле пiдкоря-
ється операторним рiвнянням Максвелла. Розв’язан-
ня останнiх дозволяє виразити потенцiал поля через
вiдповiднi струми, в результатi чого вiн подається су-
мою внескiв, зумовлених самодiєю дипольних момен-
тiв квантових точок, їх випромiнюванням i стохасти-
чною складовою, пов’язаною з випадковими змiнами
полiв диполiв та середовищем, у якому вони знаходя-
ться. Використання цього потенцiалу приводить до
замкнутої системи рiвнянь для псевдоспiнiв, що вза-
ємодiють через електромагнiтне поле випромiнюван-
ня.

Макроскопiчна поведiнка системи визначається
квантовими середнiми напруги поля випромiню-
вання Ei(t) = 2

〈
σ−i (t)

〉
, поляризацiї Pi(t) =

(2/N)
∑
j( 6=i)

〈
σ+
i (t)σ−j (t) + σ−i (t)σ+

j (t)
〉

i рiзницi засе-
леностей рiвнiв Si(t) = 2 〈σzi (t)〉. Оскiльки вiдстань
мiж квантовими точками набагато менша вiд довжи-
ни хвилi випромiнювання, то можна перейти вiд пiд-
сумовування за вузлами до iнтегрування за координа-
тою. З iншого боку, розмiри середовища, в якому про-
ходить випромiнювання, набагато перевищують дов-
жину хвилi, тому зручно подати його у виглядi ци-
лiндра, вздовж осi z якого направлений хвильовий
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вектор k поля випромiнювання. Тодi можна прове-
сти усереднення всiх просторових залежностей за на-
прямком, перпендикулярним осi цилiндра, а поздов-
жню залежнiсть поля випромiнювання подати пло-
скою хвилею ei(kz−ωt) з частотою ω. У результатi ефе-
ктивна сила, що дiє на квантову точку, набуває вигля-
ду f = Fe−iωt + ξ(t), де амплiтуда F визначає детер-
мiнiстичну складову, а доданок ξ(t) – стохастичний
внесок, зумовлений випадковими змiнами полiв ди-
полей та напiвпровiдникового середовища.

Рiвняння руху, отриманi у результатi вказаних пе-
ретворень, необхiдно усереднити за стохастичною до-
бавкою ξ(t). При цьому слiд мати на увазi принципово
важливу обставину [13]: якщо квантове усереднення,
позначене вище кутовими дужками, припускає роз-
чеплення кореляторiв псевдоспiнiв, що вiдповiдають
рiзним вузлам, то при усередненнi за шумом ξ(t) не-
обхiдно прийняти ξ∗(t)ξ(t′) 6= 0 при ξ(t) = 0 (тут i
далi риска над символами означає середнє за ξ(t)). У
результатi рiвняння руху, якi описують стохастичне
випромiнювання квантових точок, набувають вигля-
ду [13]:

dE

dt
= − [iΩ(S) + ΓP (S)]E + fS, (1)

dP

dt
= −2ΓP (S)P + (f∗E + E∗f)S, (2)

dS

dt
= −γS (S − Se)− gP γPP −

1
2

(f∗E + E∗f)S. (3)

Тут колективна частота випромiнювання Ω = Ω(S) i
ефективний декремент затухання ΓP = ΓP (S) визна-
чають за виразами

Ω ≡ ω0 + gSγPS, ΓP ≡ γP (1− gPS) , (4)

де ω0 – власна частота резонатора, γP , γS i gP , gS –
параметри затухання та константи зв’язку величин
P , S.

Пiд час розгляду системи (1)–(3) привертає увагу
наявнiсть великого множника Ω(S) у правiй частинi
рiвняння (1). Тому у припущеннi

γS
ω0
� 1,

γP
ω0
� 1 (5)

можна прийняти, що поле E(t) змiнюється набагато
швидше поляризацiї P (t) i рiзницi заселеностей рiв-
нiв S(t). Це дозволяє провести iнтегрування рiвняння

(1), вважаючи двi останнi величини сталими. У ре-
зультатi отримуємо часову залежнiсть напруги поля
випромiнювання у такому виглядi [13]:

E =
(
E0 −

FS

δ + iΓP

)
e−(iΩ+ΓP )t +

FS

δ + iΓP
e−iωt+

+S

t∫
0

ξ(t′)e−(iΩ+ΓP )(t−t′)dt′. (6)

Тут величина

δ ≡ ω − Ω = Δ− gSγPS (7)

задається девiацiєю частоти Δ ≡ ω − ω0.
При пiдстановцi виразу (6) у рiвняння (2), (3) з’яв-

ляються доданки, пропорцiйнi корелятору ξ∗(t)ξ(t′),
що швидко змiнюється залежно вiд часiв t i t′. Прово-
дячи усереднення за ними, приходимо до декремента
затухання:

γ ≡ < lim
T→∞

1
T

T∫
0

dt

t∫
0

ξ∗(t)ξ(t′)e−(iΩ+ΓP )(t−t′)dt′. (8)

При цьому рiвняння (2), (3) набувають вигляду

dP

dt
= −2γP (1− gPS)P + 2ΓS2, (9)

dS

dt
= γSSe − (γS + Γ)S − gP γPP, (10)

де введено ефективний декремент затухання

Γ ≡ γ +
|F |2ΓP
Γ2
P + δ2

(
1− e−ΓP t

)
' γ +

|F |2ΓP
Γ2
P + δ2

, (11)

що набуває сталого значення при t� Γ−1
P .

Аналiзуючи систему рiвнянь (9), (10) зручно ви-
мiряти час t в масштабi ω−1

0 ; частоту ω, декременти
затухання γP , γS , γ, Γ i амплiтуду поля F вiдносити
до власної частоти ω0, поляризацiю P – до g−2

P , а рi-
зницю заселеностей рiвнiв S – до g−1

P . Тодi рiвняння
(9), (10) набувають спрощеної форми

dP

dt
= −2γP (1− S)P + 2ΓS2, (12)

dS

dt
= γSSe − (γS + Γ)S − γPP, (13)

де введений ефективний декремент затухання

Γ ' γ +
γP |F |2 (1− S)

γ2
P (1− S)2 + [(ω − 1)− gγPS]2

(14)

з вiдношенням констант зв’язку g ≡ gS/gP ∼ 1.
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Рис. 1. Фазовi портрети когерентного випромiнювання квантових точок при γP = 10−1, γ = 2 · 10−1, ω = 1, F = 10−2, g = 1,
Se = 1 i γS = 10−3 (a), γS = 10−1 (b)

3. Дослiдження умов когерентного
випромiнювання

Згiдно з методикою [14] характер розв’язку рiвнянь
(12), (13) визначається стацiонарним станом P = P0,
S = S0, у якому поляризацiя i рiзниця заселеностей
рiвнiв втрачають залежнiсть вiд часу. При цьому си-
стема (12), (13) приводить до рiвнянь

P =
γS
γP

(Se − S)S, (15)

(1− S) (Se − S) =
Γ(S)
γS

S, (16)

де ефективний декремент затухання Γ = Γ(S) нада-
ється виразом (14). У загальному випадку аналiти-
чний розв’язок цих рiвнянь не є можливим з огляду
на складнiсть залежностi Γ(S). Iз граничних випадкiв
слабкого i сильного розладiв резонатора

Γ ≈ γ +


|F |2(1−S)

γP [(1−S)2+g2S2] , |ω − 1| � γP,SSe,

γP |F |2

(ω−1)2
(1− S) , |ω − 1| � γP,SSe

(17)

видно, що через умову |F |2 � γP завжди можна ви-
користовувати оцiнку Γ(S) ≈ γ. У результатi для ста-
цiонарних значень рiзницi заселеностей рiвнiв i поля-
ризацiї отримуємо

S0 ≈ p+ −
√
p2
+ − Se,

P0 ≈
γS
γP

(
−p− +

√
p2
+ − Se

)(
p+ −

√
p2
+ − Se

)
, (18)

де p± = 1
2

[(
1 + γ

γS

)
± Se

]
. Урахування залежностi

Γ(S) показує, що зi зростанням розладу |ω − 1| ве-
личина S0 слабо наростає, змiнюючись тим бiльше,
чим менший декремент γS , а стацiонарна поляриза-
цiя P0 спадає тим сильнiше, чим нижче значення γP .
Оскiльки γS � γP . γ, то стацiонарнi значення по-
дають оцiнками

S0 ≈
γS
γ
Se, P0 ≈

γ2
S

γγP
S2

e , (19)

якi показують, що у стацiонарному станi квантових
точок установлюється рiзниця заселеностей рiвнiв,
яка набагато менша вiд рiвня накачки, а поляриза-
цiя виявляється пропорцiйною його квадрату зi ще
меншим коефiцiєнтом.

Для аналiзу стiйкостi стацiонарного стану (19) зру-
чно записати рiвняння (12), (13) в символiчнiй формi
ẋα = fα, α = 1, 2, де точка означає диференцiювання
за часом, координати xα зводяться до поляризацiї P
i рiзницi заселеностей рiвнiв S, а сили fα наводять
правi частини указаних рiвнянь. Тодi стiйкiсть ста-
цiонарного стану xβ = xβ0 визначається матрицею
Якобi [15]:

Λαβ =
∂fα
∂xβ

∣∣∣∣
xβ=xβ0

, α, β = 1, 2, (20)

яка для рiвнянь (12), (13) набуває вигляду

Λ̂ ≈
(
−2γP 4γSSe

−γP − (γ + γS)

)
. (21)
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Рис. 2. Залежностi поляризацiї (a) i рiзницi заселеностей рiвнiв (b) вiд часу, що вимiрюється в одиницях ω−1
0 , при γP = 10−1,

γ = 2 · 10−1, ω = 1, F = 10−2, g = 1, Se = 1 (суцiльнi лiнiї вiдповiдають γS = 10−3, штриховi – γS = 10−1); на вставцi показано
iмпульси поляризацiї, отриманi в експериментi [8] (нижнiй пiк вiдповiдає резонансним умовам, верхнiй – вiдсутностi резонансу)

Поблизу стацiонарного стану закон руху виражається
експоненцiальною залежнiстю xα − xα0 ∝ eλt, пiдста-
новка якої у рiвняння руху (12), (13) дає показники
Ляпунова λP ≈ −2γP , λS ≈ −γ. Їх вiд’ємнi значення
вказують на те, що стацiонарний стан (19) вiдповiдає
притягуючому вузлу фазової площини, завдяки чому
когерентне випромiнювання квантових точок виявля-
ється стiйким як до флуктуацiй поляризацiї, так i до
рiзницi заселеностей рiвнiв.

Еволюцiю системи наведено фазовими портрета-
ми, показаними на рис.1. Iз цих портретiв видно, що
при реальному спiввiдношеннi параметрiв |F |2 � γP ,
γS � γP . γ та наявностi накачки Se когерентне ви-
промiнювання квантових точок протiкає у режимi гi-
гантського iмпульсу [16] поза залежнiстю вiд розладу
резонатора ω−1 i параметрiв зв’язку F , g. Характер-
но, що збiльшування параметра затухання рiзницi за-
селеностей рiвнiв аж до аномально великих значень
γS ∼ γP приводить тiльки до слабкої немонотонностi
у змiнюваннi величин P та S i пiдвищуваннi їх ста-
цiонарних значень (19). Однак затухаючi осциляцiї,
виявленi у роботi [13], при цьому не проявляються.

На рис. 2 наведено часовi залежностi поляризацiї
P (t) i рiзницi заселеностей рiвнiв S(t), що вiдповiда-
ють фазовим портретам на рис. 1. Цi залежностi пiд-
тверджують висновок про те, що зростання параме-
тра затухання заселеностей рiвнiв до аномально ве-
ликих значень γS = γP = 10−1 приводить до слабкої
немонотонностi у змiнюваннi поляризацiї i рiзницi за-
селеностей рiвнiв та зростанню їх стацiонарних зна-
чень. Що стосується коливної залежностi, наведеної
на рис. 3 роботи [13], то нам не вдалось вiдтворити

її при перебираннi рiзних значень γS , γP , γ, ω, F ,
g i Se (крiм аномально великих значень коефiцiєнта
затухання γS , це може бути пов’язано з вибором па-
раметра зв’язку F , позначеного в [13] як ν1, i частоти
ω, значення яких у роботi [13] не вказанi).

4. Висновки

Проведений фазовый аналiз показує, що за наявно-
стi накачки Se 6= 0 i спiввiдношеннях параметрiв
|F |2 � γP , γS � γP . γ, якi реалiзуються в ансамблi
квантових точок, когерентне випромiнювання протi-
кає у режимi гiгантського iмпульсу поза залежнiстю
вiд розладу резонатора ω−1 i параметрiв зв’язку F , g.
Даний висновок пiдтверджується експериментальни-
ми даними роботи [8], де були виявленi тiльки пооди-
нокi iмпульси, форма яких збiгається зi знайденою у
данiй роботi (див. рис. 2,a).
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ФАЗОВЫЙ АНАЛИЗ КОГЕРЕНТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ
АНСАМБЛЯ КВАНТОВЫХ ТОЧЕК

И.А. Шуда

Р е з ю м е

Проведен фазовый анализ динамических уравнений, получен-
ных в работе [13] на основе микроскопического представления
поляризации ансамбля квантовых точек и разности заселённо-
стей электронных уровней. Показано, что при наличии нака-
чки и соотношениях параметров, реализующихся в ансамбле
квантовых точек, когерентное излучение протекает в режиме
гигантского импульса вне зависимости от расстройки резона-
тора и параметров связи. Проведено сравнение с эксперимен-
тальными данными.

PHASE ANALYSIS OF SUPERRADIANCE
OF A QUANTUM-DOT ENSEMBLE

I.A. Shuda

Sumy State University
(2, Rymskyi-Korsakov Str., Sumy 40007, Ukraine)

S u m m a r y

The phase analysis of the dynamic equations obtained in [13] on

the basis of both a microscopic representation of the polarization

of a quantum-dot ensemble and the difference of electron-level pop-

ulations is carried out. It is shown that, under pumping and real

relations between the parameters of a quantum-dot ensemble, the

superradiance is realized in the form of a giant pulse regardless

of the resonator frequency detuning and the coupling parameters.

The obtained results are compared with experimental data.
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