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Розглянуто вплив флуктуацiй iнтенсивностi падаючого на дво-
бар’єрну тунельну систему потоку електронiв поблизу точки
нестабiльностi. Для опису ефектiв шуму в системi, що пере-
буває поблизу резонансу в умовах когерентностi тунелювання,
використано спрощене рiвняння Ланжевена з мультиплiкатив-
ним бiлим шумом. Методом чисельної симуляцiї цього рiвнян-
ня отримано залежностi середнього часу першого проходу вiд
iнтенсивностi шуму й вiдхилення середнього значення iнтен-
сивностi падаючого потоку електронiв вiд критичного в детер-
мiнiстичному випадку. Результати чисельних розрахункiв за-
довiльно збiглися з теоретичними розрахунками роботи Коле
i iн. Час релаксацiї був максимальним у вiдсутностi шуму й
спадав iз ростом iнтенсивностi шуму. Для тих значень iнтен-
сивностi потоку, за яких перехiд у детермiнiстичному випадку
був неможливий, введення шуму сприяло переходу.

1. Вступ

Одним з важливих аспектiв дослiдження нелiнiйних
нерiвноважних систем є врахування впливу зовнi-
шнiх шумiв на динамiчну поведiнку таких систем.
Зовнiшнiй шум може бути зумовлений флуктуацiями
навколишнього середовища або з’явитися у результа-
тi дiї випадкової сили. Для практичних застосувань
важливим є той факт, що параметри зовнiшнього шу-
му можна контролювати.

Дiя зовнiшнiх шумiв нетривiально впливає на не-
рiвноважнi системи i приводить до динамiки, вiдмiн-
ної вiд чисто детермiнiстичного руху [1, 2]. Вона про-
являється найсильнiше в нестабiльних точках, тобто
в точках, в яких система переходить iз одного ста-
цiонарного стану в iнший (в точках бiфуркацiї). По-
близу цих точок зовнiшнi флуктуацiї можуть змiни-
ти час життя стану, що спостерiгається як зсув точки

бiфуркацiї. Така поведiнка характерна для бiстабiль-
них систем. Вплив шуму на поведiнку бiстабiльних
систем в околi нестабiльних точок розглядався в лi-
тературi на низцi фiзичних систем, зокрема таких, як
оптичнi [3–5], лазернi [6,7,9,10], тунельнi [8,21], деякi
бiологiчнi системи [11, 12, 14] та iн.

Пiд час дослiдження динамiчної поведiнки бiста-
бiльних систем важливо проаналiзувати вплив шуму
на процес релаксацiї вiд одного стацiонарного стану
до iншого. При цьому можна розглядати як еволюцiю
густини ймовiрностi якоїсь динамiчної змiнної [4, 12],
так й її часову кореляцiйну функцiю [7, 10, 14] та по-
в’язаний з нею часом релаксацiї. Однак найчастiше
для дослiдження релаксацiї системи з одного стану в
iнший використовується час першого проходу (ЧПП),
тобто час досягнення випадковим процесом межi, що
вiдокремлює один стабiльний стан вiд iншого. У лi-
тературi дослiджуються як переходи з нестабiльно-
го стану в стабiльний для таких, наприклад, систем,
як лазери поблизу порога генерацiї [10, 13], так i пе-
реходи, що йдуть через маргiнальнi точки, прикла-
дом яких служать кiнцевi точки гiстерезисного циклу
[15, 16].

У данiй роботi розглянемо, як впливають зовнi-
шнi шуми на динамiку системи, що описує резонан-
сне тунелювання електронiв у двобар’єрних нано-
структурах. Двобар’єрнi тунельнi структури мають
великi перспективи використання в рiзних електрон-
них твердотiльних електронних пристроях [17]. Для
них характерна наявнiсть негативної диференцiаль-
ної провiдностi й петлi гiстерезису у вольт-амперних
характеристиках. Гiстерезисна поведiнка пояснює-
ться наявнiстю власної бiстабiльностi, що зумовле-
на впливом на тунельний струм електростатичного



ВПЛИВ ЗОВНIШНЬОГО ШУМУ НА ПРОЦЕС РЕЛАКСАЦIЇ

потенцiалу, утвореного електронами, якi накопичую-
ться у квантовiй ямi. Уперше експериментально така
поведiнка спостерiгалась Голдманом та iн. [18]. Теоре-
тично явище власної бiстабiльностi в резонансних ту-
нельних структурах було проаналiзовано у багатьох
роботах, зокрема [19, 20, 22].

Для аналiзу впливу зовнiшнього шуму на тунель-
ний процес використали модель роботи [22], короткий
опис якої подано далi в роздiлi 2. Там же представле-
но спрощену модель Фоккера–Планка для опису флу-
ктуацiй iнтенсивностi падаючого на систему потоку
електронiв. У роздiлi 3 розглянуто вплив шуму на
стацiонарну поведiнку системи. Динамiчну поведiн-
ку системи пiд дiєю шуму розглянуто в роздiлi 4. У
роздiлi 5 методом чисельного моделювання обчисле-
но час релаксацiї залежно вiд iнтенсивностi шуму й
вiдхилення iнтенсивностi падаючого потоку вiд кри-
тичного значення. Результати розрахункiв порiвняно
з теоретичними залежностями, отриманими з вико-
ристанням результатiв роботи Коле та iн. [15].

2. Модель нелiнiйного резонансного
тунелювання

Процес тунелювання електронiв крiзь двобар’єрну
структуру розглянуто у припущеннi, що довжина ко-
герентностi є бiльшою вiд розмiрiв системи, тобто пе-
редбачається, що процес тунелювання є когерентним.
Для опису такого процесу використано модель, яку
описано в роботi [22]. У цiй моделi розглянуто по-
тiк електронiв, що падає лiворуч на тунельну стру-
ктуру, яка складається iз двох однакових потенцiаль-
них бар’єрiв шириною a, роздiлених потенцiальною
ямою шириною b. Кулонiвська взаємодiя мiж вхiдною
електронною хвилею й електронами, акумульовани-
ми в потенцiальнiй ямi, розглянуто в одноелектрон-
ному наближеннi. Покладалось, що одноелектроннi
функцiї залежно вiд координати й часу в областях
поза бар’єрами (x < 0, x > 2a+ b), мають вигляд

Ψin(x, t) = [D0(t)eikx +R(t)e−ikx]e−iw0t,

Ψout(x, t) = D(t)ei(kx−w0t),

де k =
√

2m∗E/~2 – хвильовий вектор падаючого еле-
ктрона, E – енергiя електрона, m∗ – його ефективна
маса, а w0 = E/~ = ~k2/2m∗, D0 та R(t) – амплiтуди
падаючої та вiдбитої хвильової функцiї електрона вiд-
повiдно. Розв’язок для амплiтудиD(t) хвильової фун-
кцiї електрона, що вийшов з тунельної системи, було

отримано для найцiкавiшого випадку – резонансно-
го тунелювання. У цьому наближеннi для хвильово-
го вектора k введено малий параметр вiдхилення вiд
резонансного значення kr: ξ = k − kr, |ξ|/k � 1. Для
граничних випадкiв високих i вузьких бар’єрiв було
отримано таке диференцiальне рiвняння для компле-
ксної амплiтуди вихiдної хвилi:

dD

dτ
= −D + iLξD − iLκ|D|2D +D0F0, (1)

де L – обернена пiвширина резонансного рiвня в k-
просторi (L = ξ−1

1/2), яка пов’язана з пiвшириною
в енергетичному просторi спiввiдношенням δE1/2 =
2~ν = ~kr/(m∗L), κ = κ0L/b – параметр нелiнiйностi
(явний вираз коефiцiєнта κ0 можна знайти в роботi
[22]), F0 = − exp[−2ik(a + b)], τ = νt – безрозмiрний
час. Наявнiсть нелiнiйного члена зумовлена врахува-
нням електростатичного потенцiалу, створеного аку-
муляцiєю заряду у квантовiй ямi в умовах резонан-
су. Шляхом подання комплексної амплiтуди D через
її дiйсну амплiтуду й фазу, D = |D(τ)| exp i[η(τ) −
2k(a + b)], була отримана система диференцiальних
рiвнянь:{

dT
dτ = 2[

√
TT0| cos η| − T ],

dη
dτ = z − T −

√
T0/T sin η, −π2 ≤ η ≤

π
2 ,

(2)

де для зручностi аналiзу було уведено такi безроз-
мiрнi змiннi: T (τ) = κL|D(τ)|2, пропорцiйна iнтен-
сивностi електронного потоку, що пройшов через си-
стему; T0(τ) = F0|D0(τ)|2, пропорцiйна iнтенсивностi
електронного потоку, що падає на систему, i z = Lξ,
пропорцiйна вiдхиленню хвильового вектора електро-
на вiд резонансного значення. Надалi, для стислостi,
будемо називати T iнтенсивнiстю вихiдного потоку
електронiв, T0 – iнтенсивнiстю вхiдного або падаючо-
го потоку електронiв.

Iз рiвняння (2) випливає, що у стацiонарному ви-
падку мiж величинами T й T0 iснує така функцiо-
нальна залежнiсть:

T0 = T [1 + (z − T )2] = F (T ). (3)

Це рiвняння має три коренi при значеннях параметра
z >
√

3 . Залежнiсть iнтенсивностi потоку електронiв
T , що пройшли через систему, вiд iнтенсивностi па-
даючого потоку T0 в стацiонарному випадку, яка ви-
значена виразом (3), показана на рис. 1 пунктирною
лiнiєю для z = 3, 5.

Аналiз стабiльностi системи (2), проведений у ро-
ботi [23], показав, що коренi її характеристичного рiв-
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Рис. 1. Залежнiсть T вiд T0 у стацiонарному випадку при z =

3, 5

няння визначаються спiввiдношенням

λ1,2 = −1±
√

1− ∂F (T )
∂T

.

Таким чином, у тому випадку, коли ∂F (T )
∂T < 1, коренi

будуть дiйсними, але рiзних знакiв, тобто визначати-
муть нестабiльний стан типу сiдла. Цi стани вiдзна-
чено на рис. 1, як T2. При ∂F (T )

∂T > 1 коренi будуть
комплексними. Їм вiдповiдають стабiльнi стани типу
фокуса, якi розташованi на нижнiй i верхнiй дiлянцi
кривої (стани T1 i T3 вiдповiдно). Стан T1 вiдповiдає
режиму з низькою ефективнiстю тунелювання, а T3

– з високою ефективнiстю.
Будемо вважати, що фаза хвильової функцiї η не

змiнюється у процесi тунелювання. У цьому випадку
система рiвнянь (2) зводиться до такого диференцi-
ального рiвняння:

dT

dτ
=

√
TT0 − T. (4)

Оскiльки розглядаємо динамiку процесу поблизу ста-
цiонарних станiв, то можна розкласти вираз у правiй
частинi (4) в ряд Тейлора в околi стацiонарної точки.
Обмежуючись двома першими доданками в розкладi
з урахуванням виразу (3), одержимо рiвняння

dT

dτ
= −T +

T0

1 + (z − T )2
. (5)

Чисельне рiшення рiвняння (5), коли значення z до-
рiвнювало 3,5 при послiдовнiй повiльнiй змiнi пара-
метра T0 в прямому й зворотному напрямках, дало гi-
стерезисну залежнiсть T вiд T0, що показана на рис. 1

суцiльною кривою. Перехiд з нижнього на верхнiй
стацiонарний стан здiйснюється при певному значен-
нi падаючої iнтенсивностi T0K , що вiдповiдає кiнцевiй
точцi гiстерезисної петлi (так званiй маргiнальнiй то-
чцi). Цей перехiд має мiсце, коли ∂F (T )

∂T = 0. Коренi
цього рiвняння

TK,k =
1
3
(2z ∓

√
z2 − 3) (6)

визначають значення вихiдного потоку в момент пе-
реходу з нижнього стану на верхнiй й з верхнього на
нижнiй вiдповiдно. При z = 3, 5 критичне значення
параметра T0K , при якому вiдбувається перехiд, до-
рiвнює 7,593. Це значення z буде використано у всiх
подальших розрахунках.

Далi розглянемо поведiнку даної системи з ураху-
ванням ефектiв, зумовлених флуктуацiями. Розгля-
немо тiльки флуктуацiї iнтенсивностi падаючого по-
току. Для дослiдження впливу зовнiшнього шуму в
тунельнiй системi використаємо пiдхiд на основi рiв-
няння Фоккера–Планка. Якщо для вибраного набору
параметрiв рiзниця в тимчасових масштабах мiж ам-
плiтудними й фазовими флуктуацiями досить велика,
то модель Фоккера–Планка для амплiтудних флукту-
ацiй є гарним наближенням.

3. Вплив шуму на поведiнку системи у
стацiонарному випадку

Розглянемо, як впливають на поведiнку системи флу-
ктуацiї падаючої iнтенсивностi T0. Будемо розгляда-
ти iнтенсивнiсть падаючого потоку T0 як стохастичну
величину: T0 = 〈T0〉+p(τ), де 〈T0〉 – середнє значення
iнтенсивностi, а p(τ) =

√
2qξ(τ) – шумовий компо-

нент iнтенсивностi, ξ(τ) – гаусовий бiлий шум з ну-
льовим середнiм 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = 0 та iнтенсивнiстю, що
дорiвнює одиницi, q – iнтенсивнiсть шуму. Рiвняння
(5) з урахуванням флуктуацiй падаючої iнтенсивно-
стi приводить до такого стохастичного диференцiаль-
ного рiвняння:

Ṫ = f(T ) + g(T )p(τ), (7)

де

f(T ) = −T +
〈T0〉

1 + (z − T )2
,

g(T ) =
1

1 + (z − T )2
.
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Шумовий доданок у рiвняннi (7) має мультиплiкатив-
ний характер, тобто залежить вiд стану системи в да-
ний момент часу.

Процес T (τ) може бути вивчений за допомогою гу-
стини ймовiрностi P (T, τ), яка є рiшенням наступно-
го рiвняння Фоккера–Планка, записаного в представ-
леннi Стратоновича [26]:

∂P (T, τ)
∂τ

= − ∂

∂T
K1P (T, τ) +

1
2
∂2

∂T 2
K2P (T, τ), (8)

де

K1 = f(T ) + g(T )g′(T )q =

−T +
〈T0〉

1 + (z − T )2
+

2(z − T )q
[1 + (z − T )2]2

,

K2 = qg(T )2 =
q

[1 + (z − T )2]2
,

g′(T ) – похiдна по T . З рiвняння (8), прирiвнюючи
до нуля часову похiдну, виходить рiвняння для ста-
цiонарного розподiлу ймовiрностi Ps(T ) , рiшенням
якого [1] є

Ps(T ) =
N0

K2
exp

∞∫
0

K1

K2
dT. (9)

Множник нормування N0 визначають при чисельно-
му iнтегруваннi Ps(T ) в межах вiд 0 до ∞, якi є при-
родними межами процесу.

На рис. 2,а подано форму стацiонарної ймовiрностi
при малому рiвнi шуму (q = 0, 04), коли система пе-
ребуває далеко вiд точки переходу (крива 1), i послi-
довно наближається до цiєї точки (кривi 2 й 3). При
малiй iнтенсивностi шуму екстремуми густини ймо-
вiрностi збiгаються зi стацiонарними розв’язками (T1

i T3). При збiльшеннi iнтенсивностi шуму до q = 0, 5
(див. рис. 2,б) у випадку значної вiдстанi вiд точки пе-
реходу (крива 1) iмовiрнiсть розподiлу має один пiк,
що вiдповiдає T = T1.

При наближеннi до точки переходу (крива 2) iмо-
вiрнiсть розподiлу розпадається на два пiки в околi
значень T = T1 й T = T3. При 〈T0〉 > T0K (кри-
ва 3) Ps(T ) знову має один пiк з максимумом при
T = T3. Таким чином, збiльшення iнтенсивностi шу-
му (див. рис.2,б) не тiльки приводить до розширення
пiкiв iмовiрностi, але й до появи бiмодальностi в роз-
подiлi ймовiрностi (крива 2).

Рис. 2. Форма стацiонарної густини ймовiрностi при: а – q =

0, 04; б – q = 0, 5. Кривi 1 отримано при 〈T0〉=6,4, кривi 2 – при
〈T0〉 =6,7, кривi 3 – при 〈T0〉=7,7

4. Часова поведiнка системи за наявностi
шуму

Часову поведiнку системи визначають змiною в ча-
сi розподiлу ймовiрностi. Для визначення поведiн-
ки густини ймовiрностi залежно вiд часу чисель-
но iнтегрувалося рiвняння Фоккера–Планка (8). По-
чаткову умову вибирали у виглядi дельта-функцiї
P (T, 0) = δ(T ) i апроксимували прямокутною фун-
кцiєю ε/[(π(T 2 +ε2)] з ε = 0, 001. На рис. 3 зображено
часову еволюцiю P (T, τ), коли параметр T0 є набага-
то меншим, нiж T0K , а iнтенсивнiсть шуму дорiвнює
q = 1. На рисунку добре прослiдковуються рiзнi часо-
вi масштаби розвитку процесу. Спочатку за короткий
вiдносний час τ1 ≈ 2 система релаксує з початково-
го стану до стацiонарного стану T1. Через iнтервал
τ2 ≈ 7, 5 розподiл iмовiрностi стає двопiковим. Для
здiйснення переходу до стану T3 потрiбен вiдносний
час τ3 ≈ 12.
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Рис. 3. Часова еволюцiя P (T, τ) при 〈T0〉 = 7, 5 й q = 1

У наступному роздiлi розглянемо, як впливають
шумовi флуктуацiї на динамiку релаксацiйних про-
цесiв поблизу маргiнальної точки T0K .

5. Вплив шуму на час релаксацiї довкола
маргiнальної точки

Процес переходу зi стану з низькою iнтенсивнiстю ту-
нелювання в стан з високою iнтенсивнiстю вiдповiдає
вiдхиленню iнтенсивностi потоку електронiв T , що
вийшов iз системи, вiд початкового значення T1 до ве-
личини, що перевищує граничне значення Ttr, за яко-
го система гарантовано переходить у стан T3. Введемо
параметр малого вiдхилення β = 〈T0〉 − T0K дiючого
значення iнтенсивностi падаючого потоку вiд крити-
чного значення T0K . Вiдомо [24], що з наближенням
до маргiнальної точки час релаксацiї в детермiнiсти-
чному випадку, який визначається як t = 1/ϕ′(x), де
ϕ(x) – потенцiал системи, нескiнченно зростає. Таке
явище називається критичним уповiльненням. Поза
маргiнальною зоною динамiка системи пiдкоряється
детермiнiстичним законам i шум вiдiграє другорядну
роль. Однак довкола маргiнальної точки динамiка го-
ловним чином визначається шумом, тобто майже вся
дiя шуму на систему має мiсце у цiй точцi. Еволю-
цiя йде у двох рiзних режимах залежно вiд рiзницi
β = 〈T0〉 − T0K . Коли β < 0, перехiд можливий лише
пiд дiєю шуму за рахунок механiзму активацiї пере-
ходу через потенцiальний бар’єр.

Для визначення часу релаксацiї при переходi си-
стеми з нестабiльного у стабiльний стан найчастiше

використовується метод визначення середнього ча-
су першого проходу (СЧПП). Визначається промi-
жок часу t1, протягом якого стохастичний процес, що
стартує з деякого початкового значення x0, досягає
певного граничного значення xF . Цей промiжок часу
також є стохастичною величиною, середнє значення
якої 〈t1〉 є СЧПП.

СЧПП обчислимо за методом, запропонованим у
роботi [15] для системи, що перебуває поблизу маргi-
нальної точки. Поблизу цiєї точки потенцiал, пов’яза-
ний з моделлю, має горизонтальну складову. Це озна-
чає, що майже вся дiя шуму на систему зосереджена
в цiй точцi. Тодi для дослiдження впливу шуму по-
трiбно залишити лише кiлька членiв у розкладi f(T )
поблизу маргiнальної точки TK :

f(T ) = f(TK) + f ′(T − TK) +
f ′′(TK)

2!
(T − TK)2+

+0(T − TK)3. (10)

Введемо замiну змiнних: β = 〈T0〉 − T0K i x = T −
TK . Тодi з урахуванням виразiв для T0K (3) i TK (6)
одержимо

f(x) = −αx2 − γβ, (11)

де константи α й γ можуть бути оцiненi з виразу (10)
з використанням спiввiдношення (6). Таким чином,
поблизу маргiнальної точки динамiка системи з ура-
хуванням шуму визначається рiвнянням Ланжевена:

ẋ = ϕ′(x) + g(T )p(τ) ≈ ϕ′(x) + γp(τ), (12)

де потенцiал системи ϕ(x) = −αx3 − γβx, а функцiя
g(T ) взята в точцi TK , (g(TK) = γ).

Стохастичне рiвняння (12) може бути перетворене
в рiвняння Фоккера–Планка:

∂P

∂τ
=

∂

∂x
[ϕ′(x)P ] +

∂2

∂x2
(σP ), (13)

де σ = γq, стацiонарний розв’язок якого є

Pst(x) = N exp[−ϕ(x)
σ

]. (14)

Зi стандартної теорiї стохастичних процесiв [26] ви-
пливає, що середнiй час 1-го проходу 〈t1〉 задовольняє
рiвняння

−1 = −dϕ(x)
dx

d〈t1〉
dx

+ σ
d2〈t1〉
dx2

. (15)
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Розв’язавши (15) вiдносно 〈t1〉, одержимо

〈t1〉 =
1
σ

xF∫
x0

dx1e
ϕ(x1)/σ

x1∫
−∞

dx2e
−ϕ(x2)/σ, (16)

де x0 – початкове значення, xF – кiнцеве значення.
У роботi [15] при асимптотичному обчисленнi вира-

зу (16) було отримано апроксимовану формулу для
визначення СЧПП поблизу маргiнальної точки при
переходi вiд β < 0 до β > 0:

〈t1〉 = Φ(k)(α2σ)−1/3 + C(x0, R)+

+0(σ/αR3, β/αx2
0), (17)

де C(x0, R) – детермiнiстичний час, R = xF − x0,

Φ(k) =
∞∑
n=0

Bn
n!

(−k)n, (18)

Bn =
1
3

√
π

3
2

2n+1
2 Γ(

2n+ 1
6

),

k = (β/α)(α/σ)2/3.

Структура рядiв (18) пояснює рiзне поводження 〈t1〉
при β < 0 й β > 0 . При β < 0 всi члени в розкладi є
позитивними, що приводить до великих значень 〈t1〉.
При β > 0 доданки в (18) змiнюють знак i тому 〈t1〉
невелике.

З використанням цiєї формули було обчислено за-
лежностi СЧПП вiд величин β та σ. Вони наведенi
на рис. 4,а,б суцiльними лiнiями. При розрахунках
покладено x0 = −2, xF = 2, R = 4. Константи α й
γ було вибрано рiвними α = 0, 02, а γ = 0, 174, щоб
розрахованi кривi збiглися з результатами чисельної
симуляцiї.

Результати теоретичних розрахункiв порiвнювали
з даними, отриманими в результатi чисельного моде-
лювання рiвняння (7). З метою визначення часу ре-
лаксацiї з нижнього на верхнiй стан використовували
процедуру, описану в [25]. Покладалося, що бiфур-
кацiя має мiсце у той момент часу, коли T (τ) упер-
ше перевищить граничне значення Ttr = 3, 5, що га-
рантує перехiд на верхнiй стан. Щоб визначити се-
реднiй час, обчислювали велику кiлькiсть траєкторiй
(як правило 3000) для кожного набору параметрiв iз
рiзною реалiзацiєю шуму. Результати чисельних роз-
рахункiв залежно вiд параметра β при рiзних iнтен-
сивностях шуму наведено на рис. 4,а пунктирними
лiнiями.

Рис. 4. Залежнiсть 〈t1〉 вiд параметра β при рiзних iнтенсив-
ностях шуму (а): 1 – σ = 0, 01, 2 – σ = 0, 15, 3 – σ = 0, 4, 4 –
σ = 1,0, 5 – σ = 2,5. Залежнiсть 〈t1〉 вiд iнтенсивностi шуму σ
при рiзних β (б): 1 – β = −0, 007, 2 – β = −0,002, 3 – β = 0, 4 –
β = 0,01, 5 – β = 0,1

За вiдсутностi шуму при наближеннi до точки пере-
ходу час, який потрiбен системi, щоб досягти стацiо-
нарного стану, зростає (див. криву 1). У пiдпороговiй
областi β < 0 час релаксацiї збiльшується зi збiль-
шенням вiдхилення контрольного параметра 〈T0〉 вiд
критичного значення. При рiвних значеннях вiдхиле-
ння час релаксацiї зi збiльшенням iнтенсивностi шуму
зменшується. В областi за порогом β > 0 час релакса-
цiї зменшується зi збiльшенням вiдхилення, виходячи
на стацiонарне, дуже мале значення, порiвняно з ча-
сом при β = 0.

З рис. 4,а видно, що має мiсце задовiльний збiг те-
оретичних обчислень по наближенiй формулi (17) з
результатами чисельного моделювання рiвняння (7).
Менш задовiльним є результат порiвняння чисельно-
го моделювання з теоретичними розрахунками при
розглядi залежностей СЧПП вiд iнтенсивностi шуму
σ (див. рис. 4,б), хоча основна закономiрнiсть, а са-
ме, зменшення часу першого проходу зi збiльшенням
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iнтенсивностi шуму, зберiгається. Вiдмiннiсть кривих
зумовлена, найбiльш правдоподiбно, мультиплiкатив-
ним характером шуму в рiвняннi (7), яке використо-
вувалось для проведення чисельних розрахункiв, у
той час як шум у рiвняннi Ланжевена (12), яке вико-
ристовувалось для одержання аналiтичного виразу,
мав адитивний характер. Таке припущення ґрунтує-
ться на результатах робiт [7, 14], де було проведено
порiвняння впливу мультиплiкативного й адитивно-
го шумiв на час релаксацiї флуктуацiй в лазерних
та бiологiчних системах вiдповiдно. Було показано,
що у випадку мультиплiкативного шуму час рела-
ксацiї при малих σ спочатку збiльшується зi збiль-
шенням σ, проходить через максимум, а потiм спа-
дає при великих σ. У випадку адитивного шуму по-
ведiнка була вiдмiнною, а саме: час релаксацiї пря-
мував до нескiнченностi при σ → 0 та спадав iз ро-
стом σ.

6. Висновки

У роботi розглянуто спрощену стохастичну модель
тунельного процесу, що дозволила одержати основ-
нi закономiрностi впливу на цей процес флуктуацiй
iнтенсивностi падаючого потоку електронiв, якi моде-
лювалися бiлим шумом. Зокрема, виявлено, що збiль-
шення iнтенсивностi шуму приводить не тiльки до
розширення пiкiв iмовiрностi, але й до появи бiм-
одальностi в розподiлi ймовiрностi, яка була вiдсутня
при малих рiвнях шуму i тих же умовах.

Чисельно та з використанням теоретичної моде-
лi роботи [15] було отримано залежностi середньо-
го часу першого проходу (СЧПП) вiд iнтенсивностi
шуму. Показано, що у пiдпороговiй областi β < 0,
СЧПП збiльшується зi збiльшенням вiдхилення β
контрольного параметра 〈T0〉 вiд критичного зна-
чення. Збiльшення часу першого проходу до зна-
чень, що перевищують величину критичного упо-
вiльнення в детермiнiстичному випадку, практично
означає, що процес переходу не вiдбувається. При
рiвних значеннях вiдхилень СЧПП зi збiльшенням
iнтенсивностi шуму зменшується. З отриманих ре-
зультатiв випливає, що зi збiльшенням вiдхилен-
ня β в пiдпороговiй областi для здiйснення пере-
ходу потрiбно пiдвищити iнтенсивнiсть шуму, тоб-
то шум сприяє здiйсненню переходу при тих зна-
ченнях 〈T0〉, за яких у детермiнiстичному випад-
ку перехiд неможливий. Цей висновок вiдрiзняє-
ться вiд висновку робiт [12, 28], у яких стверджу-
валося, що зi збiльшенням шуму точка бiфуркацiї

зсувається у бiк збiльшення контрольного параме-
тра.

З отриманих нами результатiв видно, що для за-
пропонованої моделi процес переходу в околi кри-
тичної точки визначається, в основному, адитивним
шумом. Такий висновок пiдтверджує результат ро-
боти [27] про те, що у визначеннi часу першого
проходу роль мультиплiкативного шуму є мiнiмаль-
ною.
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ВЛИЯНИЕ ВНЕШНЕГО ШУМА НА ПРОЦЕСС
РЕЛАКСАЦИИ В БИСТАБИЛЬНЫХ
ТУННЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

Е.А. Понежа

Р е з ю м е

Рассмотрено влияние флуктуаций интенсивности падающе-
го на двухбарьерную туннельную систему потока электронов
вблизи точки нестабильности. Для описания эффектов шума в
системе, находящейся вблизи резонанса в условиях когерентно-
сти туннелирования, использовано упрощенное уравнение Лан-
жевена с мультипликативным белым шумом. Методом числен-
ного моделирования этого уравнения получены зависимости
среднего времени первого прохода от интенсивности шума и

отклонения среднего значения интенсивности падающего эле-
ктронного потока от критического в детерминистическом слу-
чае. Результаты численных расчетов удовлетворительно совпа-
ли с теоретическими расчетами работы Коле и др. Время рела-
ксации было максимальным в отсутствие шума и уменьшалось
с ростом интенсивности шума. Для тех значений интенсивно-
сти потока, при которых переход в детерминистическом случае
был невозможен, введение шума способствовало переходу.
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S u m m a r y

We consider the effects of intensity fluctuations of an incident elec-

tron flow incoming a double-barrier tunneling structure near an in-

stability point. A simplified Langevin equation with multiplicative

Gaussian white noise is used to describe noise effects in the system

near a resonance under conditions of coherent tunneling. Numer-

ically simulating this equation, we obtained the dependences of

the mean first passage time on the noise intensity and a devia-

tion of the average intensity of the incident electron flow from the

critical value in the deterministic case. The numerical results sat-

isfactorily agree with the theoretical results of Colet et al. The

relaxation time has a maximum value in the absence of noise and

decreases with increase in the noise intensity. Noise favors transi-

tions at those incident intensities, for which the transition in the

deterministic case was impossible.
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