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В статтi розраховано профiль розподiлу густини просторово
обмеженої рiдкої системи з геометрiєю цилiндра за умови дiї
пристiнкового потенцiалу, неоднорiдного вздовж напрямку ци-
лiндра. Задачу розв’язано в загальному випадку, коли система
знаходиться пiд дiєю зовнiшнього поля з радiальною симетрi-
єю, пiсля чого аналiзується частинний випадок пристiнкового
потенцiалу спецiального типу та проводяться числовi розра-
хунки.

1. Вступ

Суттєвий прорив в дослiдженнях рiдких систем, в то-
му числi i просторово обмежених, пов’язаний з бур-
хливим розвитком комп’ютерних технологiй в останнi
десятилiття (див., наприклад, [1–4]). Причина проста
i цiлком зрозумiла: арсенал теоретичних методiв до-
слiдження рiдких систем хоча i збагачений цiлою низ-
кою досить продуктивних пiдходiв та методик, тим не
менш його навряд чи можна вважати достатнiм. Тому
значна кiлькiсть важливих з прикладної точки зору
задач розв’язується з використанням комп’ютерних
розрахункiв.

Серед найбiльш потужних комп’ютерних методiв,
що з успiхом застосовуються при вирiшеннi задач по
моделюванню та прогнозуванню властивостей рiдких
просторово обмежених систем можна видiлити два
фундаментальних напрямки чи пiдходи. Це безпосе-
редньо комп’ютерне моделювання та теорiя функцiо-
налу густини вiльної енергiї [5–11]. В рамках першо-
го пiдходу виконується iмiтацiйне моделювання по-
ведiнки систем, що складається з багатьох частинок.

Характерною ознакою даного пiдходу є те, що рiди-
на розглядається як сукупнiсть великої кiлькостi iн-
дивiдуальних частинок, а розрахунок статистичних
характеристик виконується шляхом усереднення ме-
тодами Монте-Карло (МК) або молекулярної дина-
мiки. В цьому напрямку досягнуто значних успiхiв,
причому бiльшiсть розрахункiв дозволяє враховувати
мiкроструктуру рiдкої речовини в порах малих роз-
мiрiв, тобто проводити дослiдження на рiвнi атомар-
них функцiй розподiлу ([12]). Слiд зазначити, що не-
зважаючи на певну специфiку результатiв, отримува-
них методами МК, вони є надзвичайно важливими,
оскiльки мають пряме застосування в промислово-
стi, дозволяють перевiряти передбачуванi теоретично
ефекти та перевiряти їх. Iнша важлива область засто-
сування дослiджень рiдин методами МК в малих по-
рах є прогнозування та вивчення рiзноманiтних бiо-
фiзичних об’єктiв та систем. В даному випадку отри-
мують не тiльки новi цiкавi результати, але iнодi й
заповнюють певнi прогалини, пов’язанi з неможливi-
стю проведення прямих експериментальних вимiрiв.

Iнший важливий напрямок дослiджень, що отри-
мав потужний розвиток протягом декiлькох останнiх
десятилiть, носить назву теорiї функцiоналу густини
вiльної енергiї (ТФГ) i має декiлька модифiкацiй, в
залежностi вiд об’єкта дослiдження та рiвня застосо-
вуваних при цьому комп’ютерних методик. Цей ме-
тод гарно зарекомендував себе при вивченi рiзних си-
стем та феноменiв, починаючи вiд квантових бага-
тоелектронних систем i закiнчуючи процесами сорб-
цiї i фазової поведiнки суттєво неоднорiдних рiдин
(див., наприклад, [13–33]). Що стосується застосува-
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ння ТФГ до дослiдження рiдин, i в тому числi про-
сторово обмежених за наявностi зовнiшнього поля, то
базовим є припущення про те, що рiдина являє собою
суцiльне неперервне середовище, яке описується фун-
кцiєю розподiлу густини. Вiдповiдно, вiльна енергiя
системи може бути представлена як функцiонал вiд
густини вiльної енергiї системи, яка, в свою чергу, за-
лежить вiд густини розподiлу. Тому серед задач, якi з
успiхом розв’язуються в рамках пiдходiв ТФГ є зада-
ча по розрахунку профiлiв розподiлу рiдин в нанопо-
рах. Проте, незважаючи на серйознi успiхи, ряд прин-
ципових питань та проблем залишаються нерозкри-
тими чи недослiдженими належним чином. Зокрема,
числове моделювання, в тому числi i на основi ТФГ,
дає досить непоганi результати для просторово обме-
жених систем мiкророзмiрiв, коли розмiри системи
лише в декiлька разiв перевищують розмiри частинок
речовини. При збiльшеннi цього спiввiдношення, тоб-
то коли маємо справу з мезорозмiрними системами,
проводити числовий аналiз значно важче, оскiльки
як мiнiмум кiлькiсть частинок у виборцi, по якiй про-
водиться статистичне усереднення, має суттєво зро-
сти. Бiльше того, в таких випадках, в першу чергу,
викликає iнтерес згладжена функцiя розподiлу густи-
ни, в якiй нiвелюються ефекти, пов’язанi зi скiнченнi-
стю розмiрiв частинок. Такi функцiї можна вiдновити
на основi експериментальних даних. Наприклад, ва-
жлива iнформацiя щодо статистичних та термодина-
мiчних характеристик рiдких просторово обмежених
систем може бути отримана на основi експериментiв
по рефракцiї нейтронiв [34–42]. Зокрема, вiдомо, що
на розподiл густини рiдини в цилiндричнiй порi сут-
тєво впливає пристiнковий потенцiал [43–45], а сам
характер розподiлу залежить вiд значення темпера-
тури в системi. Особливо цiкавою є поведiнка систе-
ми в околi критичного стану. Задача ця, незважаючи
на її складнiсть, радше теоретична в тому сенсi, що
застосування методiв МК чи молекулярної динамiки
для її розв’язання дозволило би отримати частиннi
результати, в той час коли бажано мати загальне уяв-
лення про поведiнку системи.

Слiд зазначити, що в низцi теоретичних робiт ви-
ключно аналiтичними методами розв’язано подiбну
задачу по розрахунку профiлю густини в системi
цилiндричної геометрiї пiд дiєю зовнiшнього поля,
зокрема, пристiнкового потенцiалу (див., наприклад,
[46–51]). При цьому вважалось, що пристiнковий по-
тенцiал є однорiдним вздовж напрямку цилiндра. На
практицi це, зрозумiло, не завжди так. Тому в данiй
статтi розраховано профiль густини розподiлу рiдини
в рамках припущення про неоднорiднiсть пристiнко-

вого потенцiалу. Нами використовується пiдхiд, за-
пропонований ранiше в роботах [46–50] та розвине-
ний згодом в [51]. Спочатку задача розв’язується для
зовнiшнього поля загального вигляду, з радiальною
симетрiєю та залежного вiд координати вздовж на-
прямку цилiндра. Пiсля цього окремо аналiзується
випадок, коли пристiнковий потенцiал є суперпозицi-
єю базового однорiдного вздовж осi цилiндра потен-
цiалу та неоднорiдної добавки. Вiдзначимо, що засто-
сована в роботi методологiя хоча i є досить простою,
дозволяє отримувати достовiрнi результати, перевiре-
нi для ряду систем, зокрема, на основi експериментiв
по розсiянню нейтронiв. Результати, отриманi ранi-
ше цим же методом для однорiдних вздовж осi пори
систем добре узгоджуються з даними щодо моделю-
вання таких систем методами МК – якщо зробити по-
правку на те, що тут всi частинки вважаються точко-
вими, тому розрахована функцiя розподiлу є анало-
гом згладженої функцiї розподiлу густини частинок
скiнчених розмiрiв. Все це дає пiдстави вважати, що
надiйними є i оригiнальнi результати, отриманi для
критичної поведiнки рiдини в порi, що знаходиться
пiд дiєю неоднорiдного пристiнкового потенцiалу.

2. Дослiджувана система

Розглянемо цилiндричну пору радiусом R, заповнену
однокомпонентною рiдиною. Рiдина знаходиться пiд
дiєю зовнiшнього поля h(r, z), де через r позначено
вiдстань вiд осi цилiндра (тобто 0 ≤ r ≤ R), а через z
позначено координату вздовж осi цилiндра. Не обме-
жуючи загальностi, можемо вважати, що вздовж осi
цилiндра поле є перiодичним з перiодом L, що озна-
чає h(r, z + L) = h(r, z), 0 ≤ z ≤ L.

Внаслiдок дiї зовнiшнього поля h(r, z) розподiл гу-
стини в порi стає неоднорiдним. Представимо зале-
жнiсть густини рiдини ρ(r, z) в порi вiд просторових
координат у виглядi ρ(r, z) = ρ0 + δρ(r, z), де через
ρ0 позначено густину рiдини за вiдсутностi поля, а
δρ(r, z) є вiдхиленням густини вiд однорiдного розпо-
дiлу ρ0. Густина ρ0 вiдповiдає мiнiмуму функцiоналу
вiльної енергiї за вiдсутностi поля, i зокрема, пристiн-
кового потенцiалу. Тут також слiд врахувати, що в
рамках застосованого пiдходу частинки рiдини вва-
жаються точковими, тобто рiдина розглядається як
суцiльне середовище. За таких припущень, очевидно,
функцiя рiвноважного розподiлу рiдини в порi має
бути сталою, а розподiл однорiдним.

Добавка до вiльної енергiї (та, що припадає на ко-
мiрку цилiндра довжиною L), зумовлена дiєю поля,
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в такому випадку дорiвнює

δΦ =
1
2

∫ (
a(δρ)2 + b(∇δρ)2 + 2h(r, z)δρ

)
dV, (1)

де a та b є феноменологiчними параметрами моделi, а
iнтегрування тут i далi виконується по об’єму комiрки
цилiндра, визначеної вiдповiдно до перiоду потенцiа-
лу зовнiшнього поля (див. рис. 1). Задача зводиться
до пошуку мiнiмуму функцiонала за додаткової умо-
ви∫
δρdV = 0, (2)

яка означає незмiннiсть загальної маси рiдини в си-
стемi (див., наприклад, ([46–50]). В результатi отри-
муємо рiвняння

aδρ− bΔδρ = −(h(r, z) + λ), (3)

де невiдомий множник λ шукається з умови (2). Крiм
цього, мають виконуватись граничнi умови

∂δρ

∂r

∣∣∣
r=R

= 0, (4)

та умови перiодичностi

δρ(r, z + L) = δρ(r, z). (5)

Зрозумiло, що розв’язок суттєво залежить вiд вигля-
ду поля h(r, z). Як вiдзначалося вище, спочатку зна-
йдемо загальний розв’язок, а потiм проаналiзуємо ча-
стинний випадок.

3. Загальний розв’язок

Для отримання розв’язку представимо вiдхилення
густини як

δρ(r, z) = ξ(r, z)− λ/a, (6)

пiсля чого для параметра ξ(r, z) маємо рiвняння

aξ − bΔξ = −h(r, z) (7)

з граничними умовами

∂ξ

∂r

∣∣∣
r=R

= 0 (8)

та умовою перiодичностi

ξ(r, z + L) = ξ(r, z). (9)

Рис. 1. Геометрiя дослiджуваної системи: цилiндр радiусом R,
перiод поля вздовж осi цилiндра становить L

Параметр λ визначається спiввiдношенням

λ =
2a
R2L

L∫
0

dz

R∫
0

ξ(r, z)rdr. (10)

Таким чином, для отримання загального розв’язку
необхiдно знайти функцiю ξ(r, z).

Враховуючи умову перiодичностi (9), представляє-
мо шукану функцiю ξ(r, z) у виглядi ряду

ξ(r, z) =
∞∑
m=0

ξ(1)m (r) cos
(2πmz

L

)
+ ξ(2)m (r) sin

(2πmz
L

)
,

(11)

де коефiцiєнти розкладу ξ(1,2)m (r) задовольняють рiв-
няння(
a+

4π2m2

L2
b
)
ξ(k)m − bΔrξ

(k)
m = −h(k)

m (r). (12)

Тут k = 1, 2, Δr = 1
r
∂
∂r (r

∂
∂r ), а коефiцiєнти розкладу

h(k)
m (r) =

2− δ0m
L

L∫
0

h(r, z) cos
(2πmz

L
− π(k − 1)

2

)
dz,

(13)

де через δij позначено символ Кронекера. Крiм того,
мають виконуватись граничнi умови

∂ξ
(k)
m

∂r

∣∣∣
r=R

= 0. (14)
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Значення параметра λ визначається на основi кое-
фiцiєнта розкладу ξ

(1)
0 (r), а через нього через поле

h(r, z), таким способом:

λ = − 2
R2L

L∫
0

dz

R∫
0

h(r, z)rdr. (15)

Розв’язок для коефiцiєнтiв розкладу ξ
(1,2)
m (r) можна

шукати у виглядi рядiв (k = 1, 2):

ξ(k)m (r) =
∞∑
n=0

ξ(k)m,nJ0

(µnr
R

)
, (16)

де J0(u) є функцiями Беселя нульового iндексу, вла-
снi числа µn є нулями функцiї Беселя першого iнде-
ксу, тобто J1(µn) = 0 (при цьому вважаємо µ0 = 0).
Неважко показати, що коефiцiєнти розкладу ξ(k)m,n ви-
значаються спiввiдношенням

ξ(k)m,n = − h
(k)
m,n

b
(
a/b+ (2πm/L)2 + (µn/R)2

) , (17)

де параметри розкладу поля h(k)
m,n (k = 1, 2) знаходя-

ться так:

h(k)
m,n =

2
R2J2

0 (µn)

R∫
0

h(k)
m (r)J0

(µnr
R

)
rdr. (18)

Спiввiдношення (6), (11), (13), (15)–(18) визначають
розв’язок задачi. Зокрема, для густини δρ(r, z) роз-
подiлу рiдини в порi, враховуючи ту обставину, що
h

(1)
0,0 = −λ, а ξ(1)0,0 = −h(1)

0,0/a, можемо записати

δρ(r, z) =

=
1∑
k=0

∞∑
m=1

∞∑
n=1

ξ(k+1)
m,n J0

(µnr
R

)
cos
(2πmz

L
− πk

2

)
, (19)

де параметри ξ
(k)
m,n розраховують вiдповiдно до наве-

деного вище спiввiдношення (17).
Проаналiзуємо отриманий результат для частин-

ного випадку пристiнкового потенцiалу спецiального
типу.

4. Пристiнковий потенцiал з характерним
масштабом перiодичностi

У загальному випадку пристiнковий потенцiал можна
представити як суперпозицiю просторових гармонiк.

Розглянемо ситуацiю, коли серед всього такого на-
бору гармонiк одна (крiм гармонiки, що вiдповiдає
однорiдному вздовж осi цилiндра полю) є домiную-
чою. Позначимо характерний масштаб неоднорiдно-
стi, що вiдповiдає цiй гармонiцi, через L. Для бiльшої
простоти будемо вважати, що потенцiал h(r, z) опи-
сується такою залежнiстю:

h(r, z) = U(r)
(

1 + ε cos
(

2πz
L

))
, (20)

де ε визначає ступiнь неоднорiдностi потенцiалу, а
функцiя U(r) = U0 при R−d ≤ r ≤ R та U(r) = 0 при
r < R − d, що вiдповiдає потенцiалу типу “сходинки”
товщиною d.

Для такого пристiнкового потенцiалу частина з на-
ведених ранiше спiввiдношень суттєво спрощується.
Зокрема, для параметра λ маємо

λ = −U0d

R

(
2− d

R

)
, (21)

розв’язок для параметра ξ(r, z) має структуру

ξ(r, z) = ξ1(r) + ξ2(r) cos
(

2πz
L

)
, (22)

причому

ξ1(r) = −1
b

∞∑
n=0

hn
a/b+ (µn/R)2

J0

(
µnr

R

)
, (23)

ξ2(r) = −ε
b

∞∑
n=0

hn
a/b+ (2π/L)2 + (µn/R)2

J0

(
µnr

R

)
,

(24)

i при цьому для n > 0

hn =
2U0

R2J2
0 (µn)

R∫
R−d

J0

(
µnr

R

)
rdr =

= −
2U0(1− d/R)J1

((
1− d

R

)
µn

)
µnJ2

0 (µn)
. (25)

На рис. 2 наведено залежнiсть параметра Δn =
bδρ/U0 як функцiї просторових координат для зна-
чень ε = 0, 1, d/R = 0, 05, L/R = 10 та значення
спiввiдношення a/b = 1.
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Рис. 2. Значення параметра Δn = bδρ/U0 як функцiя просто-
рових координат

Рис. 3. Значення параметра Δn = bδρ/U0 як функцiя просто-
рових координат для температури τ = 1 (суцiльна поверхня)
та τ = 0, 1 (прозора поверхня)

Параметр a/b ≡ κ2 має розмiрнiсть величини, обер-
неної до квадрата вiдстанi (при цьому радiус коре-
ляцiї RC = |κ|−1 [52]). Загальноприйнятим є припу-
щення про те, що цей параметр залежить вiд темпе-
ратури, причому згiдно з сучасними уявленнями те-
орiї масштабної iнварiантностi (скейлiнгу), така за-
лежнiсть є степеневою (див., наприклад, [52–54]).
Зокрема, якщо позначити безрозмiрну температуру
як τ = (T − TC)/TC (T – температура, а TC – крити-
чне значення температури), то тодi можемо записати
κ2 = κ2

0τ
2ν , де κ0 – обернена амплiтуда радiуса коре-

ляцiї, а ν – критичний iндекс (для широкого класу рi-
дин ν ≈ 0, 63) [52]. Таким чином, при змiнi температу-
ри радiус кореляцiї системи RC змiнюється в досить
широких межах. З iншого боку, радiус кореляцiї є тим
характерним масштабом, з яким порiвнюються iншi
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Рис. 4. Контурний графiк для залежностi профi-
ля густини рiдини (параметр Δn = bδρ/U0) в по-
рi вiд просторових координат для значення темпе-
ратури τ = 1. Контурнi лiнiї зображено для значень
Δn = 0,±0, 001,±0, 0025,±0, 005,±0, 01,±0, 015,±0, 02

характернi просторовi параметри системи – в даному
випадку радiус пори та розмiр просторової моди нео-
днорiдностi пристiнкового потенцiалу. Тому не дивно,
що змiна температури, внаслiдок змiни радiуса коре-
ляцiї, суттєво впливає на характер розподiлу рiдини
в порi. На рис. 3 для порiвняння наведено поверх-
нi розподiлу величини Δn для значення безрозмiрної
температури τ = 1 та τ = 0, 1.

При наближеннi системи до критичного стану (ко-
ли параметр κ2 прямує до нуля), вплив пристiнкового
потенцiалу на неоднорiднiсть розподiлу густини зро-
стає. Бiльш детально цю ситуацiю можна прослiди-
ти по контурних графiках на рис. 4–6. Там наведено
iлюстрацiї для профiлiв густини розподiлу послiдов-
но для значень τ = 1 (див. рис. 4), τ = 0, 5 (див. рис.
5) та τ = 0, 1 (див. рис. 6).

Для зручностi на графiках зображено три сумiжнi
комiрки системи, що дослiджується. В такому вигля-
дi легше уявити характер розподiлу рiдини у всiй си-
стемi, з урахуванням її перiодичностi.

Ефект вiд змiни температури цiлком очiкуваний:
в близькому до критичного станi рiдина стає бiльш
“структурованою”, а екстремуми розподiлу бiльш го-
стрi, порiвняно з випадком, коли система перебуває за
межами критичного стану (τ ∼ 1). В даному випадку
ефект вiд змiни температури оцiнений кiлькiсно.
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Рис. 5. Контурний графiк для залежностi профi-
ля густини рiдини (параметр Δn = bδρ/U0) в порi
вiд просторових координат для значення температу-
ри τ = 0, 5. Контурнi лiнiї зображено для значень
Δn = 0,±0, 001,±0, 0025,±0, 005,±0, 01,±0, 015,±0, 02
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Рис. 6. Контурний графiк для залежностi профi-
ля густини рiдини (параметр Δn = bδρ/U0) в порi
вiд просторових координат для значення температу-
ри τ = 0, 1. Контурнi лiнiї зображено для значень
Δn = 0,±0, 001,±0, 0025,±0, 005,±0, 01,±0, 015,±0, 02

5. Висновки

Критична поведiнка рiдких систем в малих об’ємах
є задачею перспективною i досить складною (див.,
наприклад, [55–59]). Тому, незважаючи на значний
i багаторiчний iнтерес до неї дослiдникiв, залишає-
ться цiла низка не розв’язаних донинi питань. До та-
ких задач вiдноситься в повнiй мiрi проблема запов-
нення малорозмiрних систем флюїдами. Як прави-
ло, рiдину-заповнювач для цього переводять в крити-
чний або позакритичний стан. З iншого боку, вiдомо,
що в бiлякритичному станi рiдина характеризується
аномальною сприйнятливiстю. Зокрема, як показано
вище, може виникнути проблема, пов’язана з нерiв-
номiрнiстю розподiлу (вздовж пори) рiдини, спричи-
нена навiть незначною неоднорiднiстю пристiнкового
потенцiалу. Тому отриманi результати можуть бути
корисними, крiм iншого, для прогнозування власти-
востей пористих та малорозмiрних систем, заповне-
них рiдиною i, зокрема, для визначення граничних
значень неоднорiдностей пристiнкових потенцiалiв у
вiдповiдних порах.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЖИДКОСТИ В ОГРАНИЧЕННОЙ
СИСТЕМЕ ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ НЕОДНОРОДНОГО
ПОТЕНЦИАЛА

А.Н. Васильев, П.И. Гордийчук

Р е з ю м е

В статье рассчитан профиль распределения плотности про-
странственно ограниченной жидкой системы с геометрией ци-
линдра при условии действия пристеночного потенциала, нео-
днородного вдоль оси цилиндра. Задача решена в общем слу-
чае, когда система находится под воздействием внешнего поля
с радиальной симметрией, после чего анализируется частный
случай пристеночного потенциала специального типа и выпол-
няются числовые расчеты.

LIQUID DISTRIBUTION IN A CONFINED SYSTEM
SUBJECTED TO A NONUNIFORM
POTENTIAL

A.N. Vasilev1,2, P.I. Gordiichuk1
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S u m m a r y

We calculate the density distribution profile of a spatially con-

fined liquid system with cylindrical geometry under the action of

a wall potential nonuniform along the cylinder axis. The problem

is solved in the general case where the system is subjected to the

action of an external field with radial symmetry. We also analyze a

particular case of the wall potential of a special kind and perform

numerical calculations.
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