
НЕЛIНIЙНI ПРОЦЕСИ

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2010. Т. 55, №12 1333

ПОРIВНЯННЯ ВАРIАЦIЙНИХ РIВНЯНЬ МЕТОДА
УСЕРЕДНЕНОГО ЛАГРАНЖIАНА I НЕЛIНIЙНОГО
РIВНЯННЯ ШРЕДIНГЕРА ДЛЯ ХВИЛЬ
НА ПОВЕРХНI ШАРУ РIДИНИ

Ю.В. СЕДЛЕЦЬКИЙ

Iнститут фiзики НАН України
(Просп. Науки, 46, Київ 03028; e-mail: sedlets@ iop. kiev. ua )

УДК 533.9

c©2010

На прикладi хвиль на поверхнi шару рiдини продемонстрова-
но, що варiацiйнi рiвняння методу усередненого лагранжiана
Уiзема стають еквiвалентними нелiнiйному рiвнянню Шредiн-
гера, якщо при побудовi лагранжiана врахувати, крiм перших
пiсля лiнiйних покращень польових функцiй – другої i нульо-
вої гармонiк, власне залучених Уiземом, ще й того ж порядку
малостi доданок в основнiй гармонiцi.

1. Вступ

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера (НРШ)

i (At + ω′0Ax) +
1
2
ω′′0Axx + qA|A|2 = 0 (1)

описує повiльну еволюцiю амплiтуди A(x, t) першої
гармонiки майже лiнiйної хвилi η(x, t)

η(x, t) = b(x, t)+

+
(

1
2
A(x, t) exp iθ0 +A2(x, t) exp 2iθ0 + . . .+ к.c.

)
,

θ0 = k0x− ω0t (2)

у слабко нелiнiйному i слабко дисперсiйному неди-
сипативному середовищi. Решта гармонiк – нульова
b(x, t), друга A2(x, t) i вищi можуть бути перерахованi
за формулами, за якими вони були видаленi (вираже-
нi) через A(x, t) при зведеннi рiвнянь руху в середови-
щi до НРШ. При отриманнi НРШ розклади по малiй
амплiтудi хвиль можуть бути зробленi безпосередньо

в рiвняннях руху або у функцiях, на яких будуються
гамiльтонiан чи лагранжiан хвиль i, отже, в них са-
мих. Усереднення за швидкими осциляцiями exp iθ0
проводиться або формальним введенням повiльних i
швидких змiнних, або iнтуїтивним вибором у похi-
дних найбiльш суттєвих з них або iнтегруванням по
перiоду швидких осциляцiй. Розкладення i усередне-
ння гамiльтонiана чи лагранжiана виконуються раз
i назавжди для подальшого їх використання: утво-
рення еволюцiйних рiвнянь, знаходження спектрiв i
т. д., тому виглядає привабливiше, нiж розкладання
в рiвняннях руху по-новому для кожної задачi. Так,
отриманi Захаровим у кiнцi 60-х рр. коефiцiєнти роз-
кладу гамiльтонiанiв по нелiнiйностi для хвиль на по-
верхнi рiдини та в плазмi стали стандартними пара-
метрами цих хвиль i використовуються для подаль-
ших застосувань [1]. Серед iнших пiдходiв треба ви-
дiлити добре алгоритмiзований для символьних пе-
ретворень метод асимптотичного розкладу похiдної
At [2].

Процедуру розрахунку нелiнiйних хвиль за допо-
могою усередненого за швидкими осциляцiями ла-
гранжiана розроблено на прикладi хвиль на поверхнi
рiдини Уiземом [3–6] i поширено на iншi середови-
ща [7]. Однак отриманий в [4] лагранжiан мiстить
розклад тiльки за степенями амплiтуди a2 i a4, але
не мiстить похiдних вiд a. Варiацiйнi рiвняння вже
мiстять похiднi вiд a, але тiльки першi. Вiдсутнiсть
axx, яка вiдповiдає за дисперсiю для iмпульсiв [8]
або дифракцiю для пучкiв викликає подив уже в лi-
нiйному випадку [9] i ускладнює розумiння зв’язку
мiж теорiєю Уiзема i НРШ. Неузгодженiсть варiа-
цiйних рiвнянь Уiзема з НРШ для хвиль на поверх-
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нi рiдини вiдзначалась в [9], в плазмi – в [10]. Вла-
сне НРШ широко отримується методом усереднено-
го лагранжiана Уiзема, але обхiдним шляхом. Так,
НРШ, отриманi цим методом для хвиль рiзної при-
роди в [11–13], спираються на правило, що коефiцi-
єнт при нелiнiйному членi в НРШ збiгається з кое-
фiцiєнтом при нелiнiйному членi в нелiнiйному зако-
нi дисперсiї, а метод усередненого лагранжiана Уi-
зема саме дозволяє елегантно вирахувати нелiнiйний
закон дисперсiї за допомогою єдиного варiацiйного
рiвняння – варiацiєю лагранжiана по амплiтудi (див.
далi (14)). У роботi [14] НРШ отримано з усередне-
ного лагранжiана по теорiї збурень, якi вносились в
усереднений лагранжiан при вбудуваннi в метод Уi-
зема пiдходу декiлькох масштабiв. Прямий зв’язок
мiж комбiнацїєю двох варiацiйних рiвнянь теорiї Уi-
зема i НРШ знайдено в [15, 16], для хвиль на по-
верхнi рiдини в окремому випадку нескiнченної гли-
бини шляхом доповнення пробних функцiй i лагран-
жiана Уiзема доданком з похiдними вiд амплiтуди
a. Дана робота узагальнює пiдхiд [15, 16] на випа-
док довiльної глибини, коли варiацiйних рiвнянь чо-
тири.

2. Розширення пробних функцiй i змiни в
лагранжiанi для шару рiдини. Змiни в
варiацiйних рiвняннях. Отримання
НРШ для шару рiдини

У методi багатьох масштабiв формалiзовано, що опи-
сання майже синусоїдальної нелiнiйної хвилi мо-
жна представити повiльно осцилюючими гармонiка-
ми швидких осциляцiй exp iθ0 i повiльно еволюцiону-
ючою нульовою гармонiкою b(x, t), дiйсною функцiєю
(2). У роботах Уiзема використовується запис через
дiйснi амплiтуди

η(x, t) = b(x, t) + a(x, t) cos θ + a2(x, t) cos 2θ,

θ = k(x, t)x− ω(x, t)t. (3)

Представимо комплекснi амплiтуди A(x, t), A2(x, t)
гармонiк в експоненцiальнiй формi через дiйснi ам-
плiтуди a, a2 i фази θ̃, 2θ̃:

A(x, t) = a(x, t) exp iθ̃(x, t), (4)

A2(x, t) = 2a2(x, t) exp 2iθ̃(x, t).

Порiвнявши (3) з (2) бачимо, що

θ̃ = (k (x, t)− k0)x− (ω (x, t)− ω0)t. (5)

Цi пояснення позначень продиктованi тим, що вище
НРШ записаний для комплексної амплiтуди першої
гармонiки профiлю хвилi A(x, t), а нижче – лагран-
жiан Уiзема i вiдповiднi варiацiйнi рiвняння – для
дiйсних функцiй a(x, t), θ̃(x, t), b(x, t) – характеристик
профiлю хвилi (вiдхилень вiд рiвноважної поверхнi)
(10) i четвертої повiльно еволюцiонуючої дiйсної ве-
личини ψ(x, t)− нульової гармонiки потенцiалу швид-
костi в (11). Зв’язок A(x, t) з a(x, t), θ̃(x, t) – в (4) з
урахуванням (5).

Передбачається, що змiни фази θ̃ у виглядi зале-
жностi k (x, t) i ω (x, t) повiльнiшi, нiж у швидкому
наповненнi exp iθ0. Практично це означає, що теорiю
неможливо застосовувати в ситуацiях, коли внутрi-
шнє заповнення exp iθ0 складається тiльки з декiль-
кох осциляцiй на одну осциляцiю зовнiшньої обвiдної
A. Звiдси маємо

θ̃x = k(x, t)− k0, θ̃t = −(ω(x, t)− ω0). (6)

Згiдно з роботами Уiзема [3–6] варiацiйний прин-
цип

δ

∫ ∫
L
(
a, θ̃, b, ψ

)
dxdt = 0, L =

1
2π

2π∫
0

Ldθ, (7)

де L – функцiя Лагранжа, дає варiацiйнi рiвняння
для функцiй a(x, t), θ̃(x, t), b(x, t), ψ(x, t).

За принципом Гамiльтона лагранжiан хвиль на по-
верхнi рiдини дорiвнює рiзницi кiнетичної i потен-
цiальної енергiї рiдини, а граничнi умови вводяться
множниками Лагранжа:

L =

η(x,t)∫
−h0

[
1
2
(ϕ2
x + ϕ2

y)− gy]dy + . . . зв’язки. (8)

Тут η(x, t) – профiль поверхнi рiдини (хвилi), ϕ –
потенцiал швидкостi рiдини, x, y – горизонтальна i
вертикальна координати, h0 – глибина рiдини, g –
прискорення земного тяжiння.

Люком [17] показано, що для безвихорної рiдини i
за умови усереднення за перiодом швидких осциля-
цiй (7), замiсть (8) можна використовувати зручнiшу
форму функцiї Лагранжа:

L =

η(x,t)∫
−h0

[ϕt +
1
2
(ϕ2
x + ϕ2

y) + gy]dy. (9)

Ключовим моментом даної роботи є врахування в
пробних функцiях профiлю хвилi η(x, t) i потенцiалу

1334 ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2010. Т. 55, №12



ПОРIВНЯННЯ ВАРIАЦIЙНИХ РIВНЯНЬ МЕТОДА УСЕРЕДНЕНОГО ЛАГРАНЖIАНА

швидкостi ϕ(x, t) крiм використаних Уiземом основ-
ної (першої) гармонiки амплiтуд a та φ i найближчих
гармонiк наступного порядку малостi – другої i ну-
льової, ще й покращень a(1), φ(1) першої гармонiки,
оскiльки вони мають той же порядок малостi (з’яв-
ляються в тому ж наближеннi) [18]:

η = ε2b+ ε
(
a cos θ + εa(1) sin θ

)
+ ε2a2 cos 2θ,

a(1) =
ω′0
ω0
ax, ω

′
0 =

∂ω

∂k
|k=k0 (10)

ϕ = ε2ψ + ε
(
φ sin θ + εφ(1) cos θ

)
+ ε2φ2 sin 2θ,

φ(1) =
(
h0

cosh k0 (y + h0)
cosh k0h0

−

−(y + h0)
sinh k0 (y + h0)

sinh k0h0

)
ω0

k0
ax. (11)

Тут b – нульова гармонiка профiлю хвилi, ψ – нульо-
ва гармонiка потенцiалу швидкостi – величини, якi,
як i амплiтуди решти гармонiк, повiльно змiнюються
в часi i просторi i описують модуляцiї швидкозмiнних
коливань хвиль середовища, основна гармонiка яких
є εa cos θ для η i εφ sin θ для ϕ. Позначенi штрихом по-
хiднi ω′0 – тут i ω′′0 далi беруться по хвильовому векто-
ру k вiд лiнiйного закону дисперсiї ω2 = gk tanh kh0 в
точцi “несучого” хвильового вектора k0, ε – формаль-
ний параметр малостi.

Повторення викладок Уiзема [4] з цими уточнення-
ми пробних функцiй i з урахуванням, що в (10), (11)
не тiльки фази, але i амплiтуди повiльно залежать
вiд координат x, t, дає уточнений лагранжiан:

L = LWhitham + c1a
2
x + c2aaxx,

c1 = − ω2
0

16k3
0σ

3

(
k2
0h

2
0(σ

2 − 1)2 − σ2
)
,

c2 = − ω2
0

8k3
0σ

2

(
2k2

0h
2
0σ(σ2 − 1)− k0h0(σ2 − 1)− σ

)
,

σ = tanh k0h0, c1 − c2 ≡
ω0

4σk0
ω′′0 , (12)

де

LWhitham =
1
4
g

(
1− (ω − ψxk)2

gk tanh kh

)
a2+

+
gD

8
k2a4 + (

1
2
ψ2
x + ψt)h+

1
2
gb2 (13)

– лагранжiан Уiзема [4, 7]. Тут, по можливостi, збе-
режено позначення з [4]:

D =
9σ4 − 10σ2 + 9

8σ4
, h = h0 + b.

Уточнимо, що в (10) i (12) враховано, що згiдно з
лiнiйною теорiєю амплiтуда обвiдної поширюється з
груповою швидкiстю at = −ω′0 ax i, що коефiцiєнти в
отриманих методом багатьох масштабiв [18] виразах
пробних функцiй (10), (11) для замкненостi пiдходу
перевiренi безпосереднiм варiюванням усередненого
лагранжiана (7), (9) по цих коефiцiєнтах, як невiдо-
мих.

Лагранжiан (12) залежить вiд чотирьох функцiй
(a, θ, b, ψ), тому складемо чотири рiвняння Ейлера.

1. У варiацiйне рiвняння по a:

∂L
∂a

=
∂

∂x

∂L
∂ax
− ∂2

∂x2

∂L
∂axx

порiвняно з [4] залучено праву частину, оскiльки (12)
ще й залежить вiд похiдних ax i axx. Ланцюжок пе-
ретворень дає

(ω − ψxk)2 =gk tanh kh
(
1+Dk2a2−ω0ω

′′
0

gσk0

axx
a

)
+o(a2),

ω =
√
gk tanh kh0 +

1
2
Dω0k

2a2 +
1− σ2

2σ
ω0kb−

−1
2
ω′′0
axx
a

+ ψxk + o(a2,
axx
a
, b),

ω − ω0 = ω′0(k − k0) +
1
2
ω′′0 (k − k0)2 −

1
2
ω′′0
axx
a

+

+
1
2
Dω0k

2
0a

2+ω0k0
1− σ2

2σ
b+k0ψx+o(a2,

axx
a
, b, k−k0).

Отже, маємо еволюцiйне рiвняння для θ̃:

−θ̃t = ω′0θ̃x +
1
2
ω′′0

(
θ̃2x −

axx
a

)
+
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+
1
2
ω0k

2
0Da

2 + ω0k0
1− σ2

2σ
b+ k0ψx. (14)

Новим порiвняно з [4] тут є поява другого доданка в
круглих дужках (14).

2. Для складання варiацiйного рiвняння Ейлера
по θ̃:

∂L
∂θ̃

=
∂

∂t

∂L
∂θ̃t

+
∂

∂x

∂L
∂θ̃x

(15)

врахуємо, що залежнiсть вiд θ̃ в (12) мiститься згiдно
з (6) в ω = ω0− θ̃t i k = k0 + θ̃x (13). З (15) отримуємо
еволюцiйне рiвняння для a:

at + ω′0ax +
1
2
ω′′0

(
θ̃xxa+ 2θ̃xax

)
= 0. (16)

Тут перший доданок (16) випливає з першого, а ре-
шта – з другого доданка правої частини (15).

3. Рiвняння Ейлера по b:

∂L
∂b

= 0 (17)

дає

gb+
1
2
ψ2
x+ψt+

1
4
a2 (ω−ψxk)2

1−tanh2 (k (h0 + b))
tanh2 (k (h0 + b))

= 0.

Пiсля спрощень маємо еволюцiйне рiвняння для ψ

ψt + gb+
1
4
ω2

0

1− σ2

σ2
a2 = 0. (18)

4. Рiвняння Ейлера по ψ:

∂L
∂ψ

=
∂

∂t

∂L
∂ψt

+
∂

∂x

∂L
∂ψx

(19)

веде до еволюцiйного рiвняння для b

∂b

∂t
+

∂

∂x

(
ψxh0 +

1
2
k0

ω0
ga2

)
= 0 (20)

вiдповiдно до першого i другого доданка правої ча-
стини (19). Рiвняння (18), (20) тотожнi вiдповiдним
рiвнянням [4], бо в (17), (19) не проявляє себе новий
доданок в (12) i рiвнянням, отриманим методом ба-
гатьох масштабiв в [20]. Як i в [4], використовуючи
наближення про еволюцiю нульових гармонiк потен-
цiалу швидкостi ψ i висоти хвилi b з груповою швид-
кiстю лiнiйних хвиль ψt = −ω′0ψx, bt = −ω′0bx, вира-
жаємо з (18), (20) b i ψx:

b = − ω2
0

4σ2k0

(
1− σ2

)
k0h0 + 2σ ω0

k0
ω′0

gh0 − ω′02
a2,

ψx = − ω2
0

4σ2

(
1− σ2

)
ω′0 + 2ω0

k0

gh0 − ω′02
a2.

Пiдставляючи це в (14), маємо

θ̃t + ω′0θ̃x +
1
2
ω′′0

(
θ̃2x −

axx
a

)
− qa2 = 0, (21)

де

q =
ω0k

2
0

16σ2

{
−9σ4 − 10σ2 + 9

σ2
+

+2

[
(1− σ2)2 +

1
gh0 − ω′02

(
2
ω0

k0
+ (1− σ2)ω′0

)2
]}

.

(22)

Отже, дiйснi величини – амплiтуда i фаза компле-
ксної амплiтуди обвiдної A еволюцiонують згiдно iз
системою рiвнянь (16) i (21). Додаючи (16) i (21), по-
множенi, вiдповiдно, на i exp iθ̃ i −a exp iθ̃, маємо одне
рiвняння для комплексної амплiтуди обвiдної A – не-
лiнiйне рiвняння Шредiнгера (1), отримане в даному
контекстi вперше в [21] методом багатьох масштабiв,
а вираз (22) збiгається з коефiцiєнтом при нелiнiйно-
му членi НРШ [21, 22].

3. Висновок

У роботi показано зв’язок мiж варiацiйними рiвня-
ннями Уiзема i нелiнiйним рiвнянням Шредiнгера.
Показано, що дiйснi варiацiйнi рiвняння теорiї Уi-
зема для модуля i фази комплексної амплiтуди бу-
дуть еквiвалентнi НРШ для неї, якщо у функцi-
ях, на яких в [4, 7] будується лагранжiан (13) до-
датково врахувати ((10), (11)) всi iншi доданки тi-
єї ж степенi малостi, що i доданки, залученi Уiзе-
мом.
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СРАВНЕНИЕ ВАРИАЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДА
УСРЕДНЕННОГО ЛАГРАНЖИАНА И НЕЛИНЕЙНОГО
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА ДЛЯ ВОЛН
НА ПОВЕРХНОСТИ СЛОЯ ЖИДКОСТИ

Ю.В. Седлецкий

Р е з ю м е

На примере волн на поверхности слоя жидкости продемонстри-
ровано, что вариационные уравнения усредненного лагранжи-
ана Уизема становятся эквивалентными нелинейному уравне-
нию Шредингера, если при построении лагранжиана учесть,
кроме первых после линейных улучшений полевых функций
– второй и нулевой гармоник, собственно привлеченных Уи-
земом, еще и того же порядка малости слагаемое в основной
гармонике.

COMPARISON BETWEEN THE VARIATIONAL
EQUATIONS OF THE AVERAGED LAGRANGIAN
METHOD AND A NONLINEAR SCHRÖDINGER
EQUATION FOR WAVES ON THE SURFACE
OF A FLUID LAYER

Yu.V. Sedletsky

Institute of Physics, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(46, Prosp. Nauky, Kyiv 03028, Ukraine;
e-mail: sedlets@iop.kiev.ua)

S u m m a r y

By the example of waves on the surface of a fluid layer, the vari-

ational equations obtained in the averaged Lagrangian method of

Whitham are demonstrated to become equivalent to a nonlinear

Schrödinger equation, if the construction of the Lagrangian in-

volves a term related to fundamental harmonic in addition to the

terms from the second and zero harmonics considered by Whitham

to get linear corrections to the field functions.
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