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У статтi на прикладi поздовжньої електропровiдностi у кван-
туючому магнiтному полi, перпендикулярному до шарiв, пока-
зано, що ефекти шаруватостi можуть бути вираженi не лише у
кристалах iз сильно вiдкритими поверхнями Фермi (ПФ), як це
традицiйно вважається, але й у кристалах iз замкненими ПФ.
Розрахунки проведено в наближеннi сталого часу релаксацiї.
У слабких магнiтних полях ефекти шаруватостi виражаються
у вiдставаннi осциляцiй Шубнiкова–де-Гааза (ШДГ) за фазою
i у деякому збiльшеннi їх вiдносного внеску. В областi сильних
магнiтних полiв iснує оптимальний дiапазон, в якому ефекти
шаруватостi виявляються у рiзко немонотоннiй залежностi по-
здовжньої електропровiдностi вiд магнiтного поля. Крiм того,
показано, що ефекти шаруватостi ведуть до зниження коефiцi-
єнта пропорцiйностi мiж магнiтоопором i iндукцiєю у поздов-
жньому ефектi Капiци. Розглянуто також поздовжню електро-
провiднiсть шаруватих кристалiв в ультраквантових магнiтних
полях i показано, що залежно вiд того, як моделюється за-
повнення єдиної пiдзони Ландау i вiд того, розглядається по-
здовжня провiднiсть як дрейфова, чи як дифузiйна, можна
отримати такi закони змiни магнiтоопору з магнiтним полем:
ρzz ∝ TB2, ρzz ∝ B3 та ρzz ∝ B4.

1. Вступ

Модель зонного спектра носiїв струму в шаруватих
кристалах було запропоновано Р. Фiвазом ще у 1967
роцi [1] i з того часу було опублiковано багато праць,
присвячених теоретичним та експериментальним до-
слiдженням рiзноманiтних фiзичних характеристик
цих кристалiв. Однак i до сьогоднi вважається, що
ефекти шаруватостi в електронних процесах, що про-
тiкають в цих кристалах, вираженi лише при вiдкри-
тих поверхнях Фермi, тобто таких, якi займають всю
першу зону Брiллюена i при перiодичному продов-
женнi є зв’язними [2–5]. Кристали ж iз замкненими
ПФ, тобто такими, якi займають лише частину пер-

шої зони Брiллюена i при перiодичному продовженнi
виявляються незв’язними, бiльшiстю дослiдникiв вза-
галi не класифiкуються як шаруватi, навiть якщо рух
носiїв струму вздовж напрямку осi надґратки (пер-
пендикулярно до шарiв) описується законом сильного
зв’язку, а не законом ефективної маси. У той же час
в ранiше опублiкованих за участi автора даної стат-
тi роботах на прикладi дiамагнiтної сприйнятливостi
електронного газу було показано, що ефекти шарува-
тостi у випадку високих ступенiв заповнення мiнi-зон
виявляють себе i при замкнених поверхнях Фермi [6–
9]. Метою ж даної статтi є дослiдження впливу ефе-
ктiв шаруватостi на поздовжню провiднiсть шарува-
тих кристалiв iз замкненими ПФ у сильному кванту-
ючому магнiтному полi. Дана задача розглядається в
рамках застосовностi закону Ома для випадку, коли
сильне квантуюче магнiтне поле та електричне поле
паралельнi одне одному i перпендикулярнi до площи-
ни шарiв.

2. Розрахунок поздовжньої
електропровiдностi шаруватого кристала i
обговорення отриманих результатiв

При розрахунку поздовжньої провiдностi шаруватого
кристала у квантуючому магнiтному полi, перпенди-
кулярному до площини шарiв, будемо використову-
вати такий закон дисперсiї носiїв струму:

ε (n, x) = µ∗B (2n+ 1) +W (x) , (1)

де µ∗ = µBm0/m∗, µB – магнетон Бора, m0 – маса
вiльного електрона, m∗ – ефективна маса електрона
у площинi шарiв, B – iндукцiя магнiтного поля, n –
номер рiвня Ландау, W (x) – закон дисперсiї носiїв
струму вздовж осi надґратки, причому x = akz, де kz
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– компонента квазiiмпульсу вздовж осi надґратки, a –
вiдстань мiж трансляцiйно еквiвалентними шарами.

З метою вивчення впливу ефектiв шаруватостi на
поздовжню електропровiднiсть її розрахунок прове-
демо для двох випадкiв, а саме випадку закону силь-
ного зв’язку:

W (x) = Δ (1− cosx) , (2)

де Δ – пiвширина мiнi-зони, яка визначає рух еле-
ктронiв мiж шарами, i для випадку, коли у формулi
(2) збережено лише квадратичний член по x, що вiд-
повiдає наближенню ефективної маси. При цьому для
обох випадкiв врахуємо залежнiсть хiмiчного потен-
цiалу електронного газу вiд iндукцiї магнiтного по-
ля. Для спрощення розрахункiв час релаксацiї носi-
їв струму будемо вважати сталим. З цiєю ж метою
не будемо детально розглядати впливу фактора Дiн-
гла на осциляцiї поздовжньої провiдностi (осциляцiї
Шубнiкова–де-Гааза), хоча при розсiюваннi електро-
нiв на домiшках i дефектах кристалiчної ґратки вка-
заний фактор може бути iстотним [5, 10].

У роботi [11] дано детальне виведення рiвняння для
хiмiчного потенцiалу електронного газу у квантую-
чому магнiтному полi i формул для складових по-
здовжньої електропровiдностi при довiльному вигля-
дi функцiї W (x) для того випадку, коли час рела-
ксацiї носiїв струму є сталим, або є лише функцiєю
поздовжнього квазiiмпульсу, тобто τ ≡ τ (x). У цьо-
му випадку поздовжня електропровiднiсть кристала
в умовах яскравого прояву осциляцiй Шубнiкова–де-
Гааза може бути визначена так:

σzz (B) = σ0 + σos (B) . (3)

Окремi складовi (3) визначаються за формулами [11]:

σ0 =
16π2e2m∗a

h4

∫
W (x)≤ζ

τ (x) |W ′ (x)|2 dx, (4)

σos (B) =
32π2e2m∗a

h4

∞∑
l=1

(−1)l fσl ×

×
∫

W (x)≤ζ

τ (x) |W ′ (x)|2 cos
(
πl
ζ −W (x)
µ∗B

)
dx. (5)

fσl =
π2lkT

/
µ∗B

sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) . (6)

Iнтегрування в формулах (4) i (5) виконується ли-
ше за додатними значеннями x. У цих формулах ζ –
хiмiчний потенцiал електронного газу, решта позна-
чень загальноприйнятi або їх пояснено вище. Рiвнян-
ня, яке визначає хiмiчний потенцiал електронного га-
зу в квантуючому магнiтному полi в умовах яскравої
вираженостi ефекту Шубнiкова–де-Гааза, має вигляд

n0 =
4m∗

ah2

∫
W (x)≤ζ

[ζ −W (x)] dx+
8πm∗kT
ah2

×

×
∞∑
l=1

(−1)l

sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) ∫
W (x)≤ζ

sin
(
πl
ζ −W (x)
µ∗B

)
, (7)

де n0 – об’ємна концентрацiя носiїв струму в криста-
лi. При сталому часi релаксацiї τ (x) = τ0 для закону
дисперсiї (2) i замкнених ПФ, для яких ζ < 2Δ, фор-
мули (4) i (5) набувають вигляду

σ0 =
8π2e2m∗aτ0Δ2

h4
(C0 − C2) , (8)

σos (B) =
16π2e2m∗aτ0Δ2

h4
×

×
∞∑
l=1

(−1)l fσl

{
cos
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)[
(C0 − C2) J0

(
πlΔ
µ∗B

)
+

+
∞∑
r=1

(−1)r (2C2r − C2r+2 − C2r−2)×

× J2r

(
πlΔ
µ∗B

)]
− sin

(
πl
ζ −Δ
µ∗B

) ∞∑
r=0

(−1)r (2C2r+1−

−C2r+3 − C|2r−1|
)
J2r+1

(
πlΔ
µ∗B

)}
. (9)

У цих формулах:

C0 = arccos (1− γ) . (10)

Cm =
sinmC0

m
при m 6= 0. (11)

γ = ζ/Δ, (12)
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i, крiм того, Jn (...) – функцiї Бесселя першого роду
дiйсного аргументу.

Рiвняння (7) для закону дисперсiї (2) у випадку
замкнених ПФ набуває вигляду

n0 =
4m∗Δ
ah2

[
(γ − 1)C0 +

√
2γ − γ2

]
+

+
8m∗πkT
ah2

∞∑
l=1

(−1)l

sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) {sin
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)
×

×

[
C0J0

(
πlΔ
µ∗B

)
+ 2

∞∑
r=1

(−1)r C2rJ2r

(
πlΔ
µ∗B

)]
+

+ 2cos
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

) ∞∑
r=0

(−1)r C2r+1J2r+1

(
πlΔ
µ∗B

)}
.

(13)

У випадку вiдкритих поверхонь, тобто при γ ≥ 2 у
формулах (8)–(13) слiд покласти C0 = π i, крiм того,
радикал у формулi (13) вважати рiвним нулевi.

При переходi у формулах (8) i (9) та рiвняннi (13)
до наближення ефективної маси при врахуваннi (2)
вони набудуть вигляду

σ0 =
16π2e2m∗aτ0Δ2

3h4

(
2ζ
Δ

)3/2

. (14)

σos (B) =
32π1/2e2m∗aτ0Δ1/2 (µ∗B)3/2

h4
×

×
∞∑
l=1

(−1)l fσl
l3/2

[
sin
(
πlζ

µ∗B

)
C

(√
2lζ
µ∗B

)
−

− cos
(
πl
ζ −Δ
µ∗B

)
S

(√
2lζ
µ∗B

)]
. (15)

n0 =
8m∗ζ
3ah2

√
2ζ
Δ

+
8πm∗kT
ah2

√
µ∗B

Δ
×

×
∞∑
l=1

(−1)l

l1/2sh
(
π2lkT

/
µ∗B

) [sin( πlζ

µ∗B

)
C

(√
2lζ
µ∗B

)
+

+ cos
(
πlζ

µ∗B

)
S

(√
2lζ
µ∗B

)]
. (16)

У формулах (15) i (16) через C (...) та S (...) позначенi
косинус-iнтеграл Френеля та синус-iнтеграл Френеля
вiдповiдно. Концентрацiю носiїв струму для обох до-
слiджуваних випадкiв будемо вважати однаковою i
визначати за формулою

n0 =
4m∗Δ
ah2

[
(γ0 − 1) arccos (1− γ0) +

√
2γ0 − γ2

0

]
,

(17)

де γ0 = ζ0/Δ, причому ζ0 – енергiя Фермi електрон-
ного газу в кристалi з законом дисперсiї (2) при абсо-
лютному нулi температури i за вiдсутностi магнiтного
поля.

Перш нiж переходити до бiльш детального аналi-
зу впливу ефектiв шаруватостi на поздовжню еле-
ктропровiднiсть кристала, зазначимо, що у квазi-
класичному наближеннi, коли виконуються умови
Δ/µ∗B � 1 i ζ/µ∗B � 1, формули (9) i (15) для осци-
люючої частини поздовжньої електропровiдностi да-
ють однаковий результат:

σos (B) =
16
√

2π1/2e2m∗aτ0Δ1/2 (µ∗B)3/2

h4
×

×
∞∑
l=1

(−1)l l−3/2 sin
(
πlζ

µ∗B
− π

4

)
. (18)

Це i не дивно, оскiльки для квазiкласичного наближе-
ння неiстотнi конкретний закон дисперсiї носiїв стру-
му в напрямку магнiтного поля i скiнченна протя-
жнiсть ПФ у цьому напрямку. У формулах же (9) i
(15) цi фактори врахованi явно. Таким чином, при
однiй i тiй же енергiї Фермi в рамках цього набли-
ження неможливо вирiзнити вплив ефектiв шарува-
тостi на поздовжню електропровiднiсть кристалiв iз
замкненими ПФ.

Однак при сталiй концентрацiї носiїв струму ефе-
кти шаруватостi навiть у квазiкласичному наближен-
нi впливатимуть на осциляцiї електропровiдностi вна-
слiдок того, що енергiя Фермi у слабкому магнiтному
полi в наближеннi ефективної маси буде дещо бiль-
шою, нiж при законi дисперсiї (2) внаслiдок того,
що при явному врахуваннi скiнченної ширини мiнi-
зони щiльнiсть станiв бiльша, нiж у наближеннi ефе-
ктивної маси. Польову залежнiсть хiмiчного потен-
цiалу електронного газу в дiапазонi магнiтних по-
лiв 0 ≤ µ∗B/Δ ≤ 5 при kT/Δ = 0, 03 i ζ0/Δ = 1 для
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Рис. 1. Польова залежнiсть хiмiчного потенцiалу при γ0 = 1

i kT/Δ = 0, 03 для шаруватого кристала (суцiльна крива) i в
наближеннi ефективної маси (пунктирна крива). Тонка пун-
ктирна лiнiя – граничний випадок ζ = µ∗B

випадкiв реального шаруватого кристала iз законом
дисперсiї (2) (суцiльна крива) i в наближеннi ефе-
ктивної маси (пунктирна крива) зображено на рис. 1.

Дану залежнiсть отримано без врахування факто-
ра Дiнгла. Його вiдмiннiстю вiд одиницi можна зне-
хтувати, коли в усьому дослiджуваному дiапазонi ма-
гнiтних полiв добре виконується умова малостi уши-
рення енергетичних рiвнiв за рахунок розсiювання у
порiвняннi з вiдстанню мiж рiвнями Ландау. Бiльш
детально ми обговоримо цю умову при чисельнiй
оцiнцi поздовжньої провiдностi.

При зростаннi магнiтного поля обидвi кривi збли-
жуються, оскiльки рiвняння (13) у випадку замкне-
них ПФ в сильному квантуючому магнiтному полi
має такий асимптотичний розв’язок [11]:

ζ (B) = µ∗B + Δ
[
1− cos

(
f (γ0) Δ
2µ∗B

)]
, (19)

причому у випадку замкнених поверхонь

f (γ0) = (γ0 − 1) arccos (1− γ0) +
√

2γ0 − γ2
0 , (20)

звiдки видно, що в ультраквантовiй границi єдина за-
повнена пiдзона Ландау звужується i це звуження
обов’язково слiд враховувати при розрахунку поздов-
жньої провiдностi.

У наближеннi ефективної маси формула (19) набу-
ває вигляду

ζ (B) = µ∗B +
Δ3f2 (γ0)
8 (µ∗B)2

. (21)

Рис. 2. Польова залежнiсть осцилюючої частини поздовжньої
провiдностi при γ0 = 1 i kT/Δ = 0, 03 для шаруватого кристала
(суцiльна крива) i в наближеннi ефективної маси (пунктирна
крива)

Зауважимо, що усi наведенi вище формули для по-
здовжньої провiдностi отримано також за умови ма-
лостi уширення енергетичних рiвнiв за рахунок вза-
ємодiї у порiвняннi з вiдстанню мiж рiвнями Ландау.
Лише в цьому випадку можна прямо пов’язати уши-
рення енергетичних рiвнiв з часом релаксацiї, а зу-
мовленим розсiюванням зсувом енергетичних рiвнiв
знехтувати. Тодi пiдхiд, що ґрунтується на рiвняннi
Больцмана, повнiстю еквiвалентний пiдходовi, засно-
ваному на формалiзмi Кубо.

Однак у першiй частинi статтi [5] розглянуто прямо
протилежний випадок, коли зумовлене розсiюванням
уширення енергетичних рiвнiв велике в порiвняннi з
вiдстанню мiж рiвнями Ландау. Але навiть i в цьому
випадку отримана в [4] формула для сталої частини
поздовжньої провiдностi збiгається з формулою (8)
для випадку вiдкритих поверхонь з точнiстю до екс-
поненцiально малої (за низьких температур) поправ-
ки. Польову залежнiсть осцилюючої частини поздов-
жньої електропровiдностi в дiапазонi магнiтних по-
лiв 0, 04 ≤ µ∗B/Δ ≤ 0, 1 при kT/Δ = 0, 03 i ζ0/Δ = 1
для випадкiв реального шаруватого кристала iз за-
коном дисперсiї (2) (суцiльна крива) i в наближен-
нi ефективної маси (пунктирна крива) зображено на
рис. 2.

З рисунка видно, що внаслiдок деякої вiдмiнностi
частот осциляцiй, про якi згадувалось вище, осциля-
цiї поздовжньої електропровiдностi шаруватого кри-
стала iз законом дисперсiї (2) по мiрi зростання iн-
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дукцiї магнiтного поля вiдстають по фазi вiд тих
же осциляцiй, розрахованих у наближеннi ефектив-
ної маси. Крiм того, вiдносний внесок осциляцiй при
законi дисперсiї (2) бiльший, нiж в наближеннi ефе-
ктивної маси. Це має мiсце тому, що при урахуван-
нi ефектiв шаруватостi перерiз ПФ залежить вiд по-
здовжнього квазiiмпульсу повiльнiше, нiж у набли-
женнi ефективної маси, i, крiм того, поздовжня швид-
кiсть носiїв струму при врахуваннi ефектiв шарувато-
стi менша, нiж у наближеннi ефективної маси. Аналiз
показує, що якщо ми будемо вважати енергiю Фермi
сталою, то осциляцiї, що розглядаються, будуть збiга-
тися за фазою i частотою, але вiдносний внесок осци-
люючої частини при врахуваннi ефектiв шаруватостi
буде дещо бiльшим. В обох випадках цей внесок у
дiапазонi магнiтних полiв 0, 04 ≤ µ∗B/Δ ≤ 0, 1 сягає
0,4%.

Перейдемо тепер до розрахунку повної поздов-
жньої провiдностi в магнiтному полi. Як уже згаду-
валось у роботi [11], для цього необхiдно врахувати
звуження єдиної заповненої пiдзони Ландау. Тому у
формулах (8) i (9) при врахуваннi (10)–(12) необхiдно
зробити замiну γ = (ζ − µ∗B) /Δ. Формули ж (14) i
(15), виведенi в наближеннi ефективної маси, набу-
дуть вигляду

σ0 =
32
√

2π2e2m∗aτ0Δ1/2

3h4
(ζ − µ∗B)3/2 , (22)

σos (B) =
32π1/2e2m∗aτ0Δ1/2 (µ∗B)3/2

h4
×

×
∞∑
l=1

(−1)l fσl
l3/2

{
sin
(
πlζ

µ∗B

)
C

[√
2l (ζ − µ∗B)

µ∗B

]
−

− cos
(
πlζ

µ∗B

)
S

[√
2l (ζ − µ∗B)

µ∗B

]}
. (23)

Польову залежнiсть повної поздовжньої електро-
провiдностi в дiапазонi магнiтних полiв 0 ≤
µ∗B/Δ ≤ 5 при kT/Δ = 0, 03 i ζ0/Δ = 1 для випадкiв
реального шаруватого кристала iз законом дисперсiї
(2) (суцiльна крива) i в наближеннi ефективної маси
(пунктирна крива) зображено на рис. 3.

З цього рисунка видно, що у слабкому магнiтно-
му полi повнi провiдностi для обох розглянутих ви-
падкiв мало вiдрiзняються одна вiд одної, хоча при
врахуваннi ефектiв шаруватостi внесок осцилюючої

Рис. 3. Польова залежнiсть повної поздовжньої провiдностi при
γ0 = 1 i kT/Δ = 0, 03 для шаруватого кристала (суцiльна кри-
ва) i в наближеннi ефективної маси (пунктирна крива)

добавки виражений рiзкiше. У дуже сильному ма-
гнiтному полi вони також мало вiдрiзняються одна
вiд одної внаслiдок того, що при зростаннi магнiтно-
го поля формули (19) i (21) дають практично одна-
ковi результати. Однак iснує деякий “оптимальний”
дiапазон магнiтних полiв 0, 5 ≤ µ∗B/Δ ≤ 3, в якому
ефекти шаруватостi вираженi найбiльш рiзко як за
рахунок бiльш повiльної залежностi площi перерiзу
ПФ вiд поздовжнього квазiiмпульсу, так i за рахунок
меншої поздовжньої швидкостi носiїв струму. Отже,
ми бачимо, що ефекти шаруватостi можуть бути рiз-
ко вираженi i в кристалах iз замкненими ПФ.

Розглянемо тепер, наприклад, поздовжнiй ефект
Капiци [12], який полягає у лiнiйнiй залежностi по-
здовжнього магнiтоопору вiд iндукцiї магнiтного по-
ля. Розкладаючи (8) у ряд Тейлора за малим пара-
метром µ∗B/Δ i обмежуючись лiнiйними членами,
отримуємо для вiдносного магнiтоопору таку форму-
лу:

Δρ (B)
ρ (0)

=
2 sinC0

C0 − C2

µ∗B

Δ
. (24)

При γ = 1 i µ∗B/Δ = 0, 1, враховуючи, що C0 =
π/2, C2 = 0, отримуємо, наприклад, значення вiдно-
сного магнiтоопору 12,7%. У наближеннi ж ефектив-
ної маси, розкладаючи в ряд Тейлора вираз (22),
отримуємо таку формулу:

Δρ (B)
ρ (0)

= 1, 5
√
γ
µ∗B

Δ
. (25)
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При згаданих ранiше умовах отримаємо значення вiд-
носного магнiтоопору, яке дорiвнює 15%, тобто дещо
бiльше, нiж при врахуваннi ефектiв шаруватостi. З
наведених результатiв випливає, що в дiапазонi ма-
гнiтних полiв 0 ≤ µ∗B/Δ ≤ 0, 1 внесок у поздовжнiй
магнiтоопiр кристалу за рахунок ефекту Капiци iсто-
тно бiльший, нiж за рахунок ефекту Шубнiкова–де-
Гааза.

Зазначимо, що пояснити поздовжнiй ефект Капiци
в межах традицiйних пiдходiв неможливо. В рамках
цих пiдходiв пояснюється лише поперечний ефект Ка-
пiци, i його фiзична причина вбачається в тому, що в
сильному магнiтному полi роль довжин вiльного про-
бiгу носiїв поступово беруть на себе радiуси їх цикло-
тронних орбiт [13, 14].

Оцiнимо тепер поздовжню електропровiднiсть кри-
стала за вiдсутностi магнiтного поля, бо вiдносно неї
визначаються характеристики на рис. 2 i 3. Будемо
вважати, що ми знаходимося в областi розсiювання
носiїв струму на заряджених домiшках. Оскiльки час
релаксацiї вважаємо сталим, то визначати його буде-
мо за формулою

τ0 =
2πlm∗es
hk0

. (26)

У цiй формулi l – довжина вiльного пробiгу носiїв
струму, k0 – еквiвалентний радiус фермi-сфери, якою
замiнюється реальна ПФ шаруватого кристала для
того, щоб розсiювання носiїв струму можна було вва-
жати iзотропним,m∗es – ефективна маса носiїв струму
на нiй. Формули для цих величин одержано з вимоги,
щоб енергiя Фермi i концентрацiя носiїв струму були
такими ж, як i в реальному кристалi. Вони при γ = 1
такi [11]:

k0 = 3

√
12π2m∗Δ

ah2
, (27)

m∗es =
h2k2

0

8π2Δ
. (28)

Пiдставляючи (27) i (28) у (8), враховуючи, що γ = 1
i вводячи позначення N = l/a, отримуємо таку оста-
точну формулу для поздовжньої провiдностi шарува-
того кристала за вiдсутностi магнiтного поля:

σ0 =
2πe2m∗a2Δ

h3

3

√
12π2m∗Δ

ah2
N. (29)

Аналiз, який ми провели, показує, що при параме-
трах задачi a = 1 нм, m∗ = 0, 01m0, Δ = 0, 01 еВ

фактор Дiнгла iстотно не впливає на осциляцiї хiмi-
чного потенцiалу та осцилюючу частину поздовжньої
провiдностi, якщо N ≥ 1000. Отже, згiдно з (29) мiнi-
мальна величина поздовжньої провiдностi шарувато-
го кристала в даних умовах може становити 1, 06 ·103

Ом−1·м−1. У наближеннi ефективної маси при тому
ж часi релаксацiї i тiй же концентрацiї носiїв стру-
му ця провiднiсть має приблизно на 20% бiльше зна-
чення i становить 1, 272 · 103 Ом−1·м−1. Цей резуль-
тат допускає просту фiзичну iнтерпретацiю: будь-яке
обмеження вiльного руху носiїв у напрямку, перпен-
дикулярному до шарiв, знижує провiднiсть кристала
в цьому напрямку.

Насамкiнець отримаємо явний асимптотичний ви-
раз для електропровiдностi шаруватого кристала в
сильних ультраквантових магнiтних полях. Для цьо-
го пiдставимо значення τ0 з (26) i ζ (B) з (21) безпо-
середньо у (5). Тодi множник (−1)l пiд знаком суми
по l компенсується, косинус можна замiнити на оди-
ницю, а iнтегрування по x виконати в межах вiд 0 до
f(γ0)Δ
2µ∗B . При цьому у пiдiнтегральному виразi для ква-

драта поздовжньої швидкостi носiїв слiд обмежитись
лише головним членом розкладу по x, тобто квадра-
тичним. Крiм того, слiд врахувати, що, як показує
числовий аналiз, при µ∗B/kT � 1:
∞∑
l=1

fσl =
2, 467µ∗B
π2kT

. (30)

Виконавши всi перелiченi перетворення i об’єднавши
всi числовi множники в один, отримаємо такий оста-
точний асимптотичний вираз для поздовжньої про-
вiдностi:

σzz (B) = 1, 285
e2m∗a2Δ4f3 (γ0)
h3 (µ∗B)2 kT

3

√
m∗Δ
ah2

N. (31)

Однак цей вираз справджується лише в дуже силь-
них магнiтних полях. Наприклад, при згаданих вище
параметрах задачi i kT/Δ = 0, 03 у магнiтному полi
з iндукцiєю 60 Тл повна поздовжня провiднiсть кри-
стала становитиме 0,675 Ом−1·м−1, тобто опiр зросте
приблизно у 1600 разiв порiвняно з опором за вiд-
сутностi магнiтного поля. Таким чином, ми отрима-
ли, що в ультраквантових магнiтних полях магнiто-
опiр змiнюється за законом ρzz ∝ TB2. Цей закон,
враховуючи не лише польову, а й температурну зале-
жнiсть, можна використати для дослiдної перевiрки
справедливостi зроблених у данiй статтi наближень i
модельних розрахункiв.

Однак даний асимптотичний закон з формальної
точки зору має один суттєвий недолiк. З нього ви-
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пливає, що в сильних магнiтних полях при T = 0
повний поздовжнiй опiр кристала також прямує до
нуля, що важко пояснити з фiзичних мiркувань, якщо
ми знаходимось в областi розсiювання носiїв струму
на заряджених домiшках (хоча при реальних темпе-
ратурах до фiзично необґрунтованих наслiдкiв такий
закон не веде). Тому виникає питання: чи не можна
отримати iнший асимптотичний закон, який не мав
би цього недолiку.

Перш, нiж вiдповiсти на це питання, зазначимо,
що таку ж задачу про поздовжню провiднiсть шару-
ватого кристала розглянуто у статтi [5], однак лише
для поверхонь Фермi з високим ступенем вiдкритостi,
тобто таких, для яких ζ0/Δ� 1, причому в набли-
женнi ζ0/µ∗B � 1. Результат, отриманий в цiй роботi
для сталої частини провiдностi при низьких темпе-
ратурах, коли ζ0/kT � 1 практично збiгається з на-
шим, наведеним у [11] для випадку сталого часу ре-
лаксацiї, однак залежнiсть осцилюючої частини по-
здовжньої провiдностi вiд магнiтного поля дещо iн-
ша. Якщо абстрагуватись вiд фактора Дiнгла, який
також враховується в [5], ця вiдмiннiсть у випадку
слабких магнiтних полiв зумовлена в основному тим,
що осцилюючу частину провiдностi розглядають при
дещо iнших умовах, нiж в [11] i пропонованiй стат-
тi, а саме Δ/µ∗B � 1, ωcτ0 � 1, тобто в умовах дуже
сильного розмиття пiдзон Ландау внаслiдок взаємодiї
носiїв струму з випадковим потенцiалом заряджених
домiшок. А в цих умовах осцилююча частина поздов-
жньої провiдностi вже не виражається через квадрат
поздовжньої швидкостi носiїв, як це зроблено в роботi
[11] i пропонованiй статтi.

Крiм того, автори [5] навiть у випадку Δ/µ∗B � 1,
ωcτ0 � 1 розглядають лише такi магнiтнi поля, в
яких ПФ залишаються вiдкритими. Отже, розвине-
на ними методика вимагає модифiкацiї для випадку
замкнених поверхонь, також з урахуванням “cтиску”
ПФ пiд впливом сильного ультраквантового магнi-
тного поля.

У данiй статтi для випадку квазiкласичного ма-
гнiтного поля ми такої модифiкацiї робити не буде-
мо, оскiльки бiльшiсть експериментiв по дослiджен-
ню гальваномагнiтних явищ у шаруватих кристалах
виконується при умовах Δ/µ∗B � 1, ωcτ0 � 1 [15–
17], коли пiдхiд, викладений в [11] i данiй статтi, за-
стосовний, хоча фактор Дiнгла при обробцi резуль-
татiв експериментiв в зазначених працях враховує-
ться, оскiльки дозволяє безпосередньо визначити час
релаксацiї носiїв струму принаймнi на екстремаль-
них перерiзах ПФ. Однак зробимо вказану модифi-
кацiю для випадку сильного ультраквантового магнi-

тного поля. У роботi [5] показано, що при розсiю-
ваннi носiїв струму на випадковому потенцiалi заря-
джених домiшок поздовжня електропровiднiсть кри-
стала може розглядатись як дифузiйна i у випад-
ку Δ/µ∗B � 1, ωcτ0 � 1, ζ0/Δ� 1, ζ0/µ∗B � 1, де
ωc – циклотронна частота, може бути знайдена при
T = 0 за формулою

σzz =
8π3e2m∗aτ0Δ2

h4

(
1− cos

πζ0
µ∗B

)
, (32)

яка вiдрiзняється вiд формули для сталої частини
електропровiдностi у випадку вiдкритих поверхонь,
наведеної в [11], замiною сталого часу релаксацiї τ0
на час, залежний вiд магнiтного поля, причому ця за-
лежнiсть повнiстю визначається множником у дуж-
ках. Щоправда, автори [5] визнають, що формула (32)
незастосовна, коли при сильнiй вiдкритостi ПФ рi-
вень Ландау перетинає рiвень Фермi, оскiльки при
цих магнiтних полях поздовжня електропровiднiсть
перетворюється на нуль, що нефiзично. Однак сама
по собi умова сильної вiдкритостi ПФ не є обов’язко-
вою для справедливостi формули типу (32), оскiльки,
як сказано в текстi статтi [5], формулу (32) отримано
шляхом розв’язання кiнетичного рiвняння Больцма-
на для кожної iз заповнених повнiстю або частково
пiдзон Ландау. Тому для справедливостi даної фор-
мули не має значення, скiльки саме пiдзон Ландау
заповнено. Отже, узагальнення формули (32) на ви-
падок ультраквантових полiв i замкнених ПФ прове-
демо двома способами: 1) розглядаючи єдину пiдзону
Ландау з номером n = 0, як повнiстю заповнену; 2)
розглядаючи єдину пiдзону Ландау з номером n = 0,
як частково заповнену. В обох цих випадках будемо
вважати енергiю Фермi не сталою, а залежною вiд
магнiтного поля у вiдповiдностi з формулами (19) та
(21).

При першому способi у формулу (32) замiсть Δ пiд-
ставимо величину Δ3f2(γ0)

16(µ∗B)2
, а замiсть ζ0 – величину

(21). Тодi, враховуючи формули (26)–(28), остаточно
для поздовжньої провiдностi отримаємо такий вираз:

σzz =
π2e2m∗a2Δ5f4 (γ0)

64h3 (µ∗B)4
3

√
12π2m∗Δ

ah2
N. (33)

При ранiше зумовлених параметрах задачi в магнi-
тному полi з iндукцiєю 60 Тл провiднiсть кристала
в цьому випадку становитиме 2, 124 · 10−5 Ом−1·м−1.
Таким чином, пiд час розгляду єдиної пiдзони Лан-
дау, як повнiстю заповненої, отримуємо асимптоти-
чний закон ρzz ∝ B4.
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При другому способi використаємо загальну фор-
мулу (4), в якiй час релаксацiї будемо визначати як
при першому способi, а iнтегрування по x вiдповiдно
до (19) виконаємо в межах вiд 0 до f(γ0)Δ

2µ∗B , обмежую-
чись у пiдiнтегральному виразi лише квадратичним
наближенням по x. Тодi поздовжня провiднiсть кри-
стала визначатиметься так:

σzz =
πe2m∗a2Δ4f3 (γ0)

3h3 (µ∗B)3
3

√
12π2m∗Δ

ah2
N. (34)

При ранiше зумовлених параметрах задачi в магнi-
тному полi з iндукцiєю 60 Тл провiднiсть кристала в
цьому випадку становитиме 5, 018 · 10−3 Ом−1·м−1.
Отже, пiд час розгляду єдиної пiдзони Ландау як
частково заповненої отримуємо асимптотичний за-
кон ρzz ∝ B3. Таким чином, у першому випад-
ку електропровiднiсть кристала в магнiтному полi
60 Тл знижується майже на 8 порядкiв, а у дру-
гому – майже на 6 порядкiв порiвняно з електро-
провiднiстю за вiдсутностi магнiтного поля. Зрозумi-
ло, що цi результати потребують дослiдної перевiр-
ки, але поки що абсолютну бiльшiсть експериментiв
по гальваномагнiтних явищах у кристалах з надґра-
ткою виконано для ПФ з великим ступенем вiдкри-
тостi (див., наприклад, роботу [17] i вiдповiднi поси-
лання в нiй).

3. Висновки

Таким чином, нами доведено, що ефекти шарувато-
стi iстотнi не лише для вiдкритих, а й для замкнених
ПФ. При сталiй концентрацiї носiїв струму вони iсто-
тнi навiть в областi застосовностi квазiкласичного на-
ближення. Крiм того, iснує оптимальна область iнду-
кцiй магнiтних полiв, де цi ефекти вираженi найбiльш
яскраво. В областi застосування квазiкласичного на-
ближення вони виявляються у збiльшеннi вiдносного
внеску осциляцiй Шубнiкова–де-Гааза у повну про-
вiднiсть i у появi деякого вiдставання осциляцiй за
фазою. У цьому випадку польова залежнiсть хiмiчно-
го потенцiалу майже не впливає на характер їх про-
яву. В оптимальнiй областi магнiтних полiв польова
залежнiсть хiмiчного потенцiалу iстотно впливає на
характер прояву ефектiв шаруватостi. Що ж стосує-
ться ефекту Капiци, то тут наявна обернена ситуацiя:
ефекти шаруватостi знижують коефiцiєнт пропорцiй-
ностi мiж магнiтоопором i iндукцiєю магнiтного поля.
При цьому сам поздовжнiй ефект Капiци пiд час роз-
сiювання на домiшках пояснюється лише при враху-
ваннi стиску ПФ пiд впливом магнiтного поля, тобто
польової залежностi хiмiчного потенцiалу.

Отже, кристали iз замкненими ПФ при високих
ступенях заповнення мiнi-зони також повиннi розгля-
датись як шаруватi. Крiм того, при строгому розра-
хунку поздовжньої електропровiдностi необхiдно вра-
ховувати протяжнiсть ПФ у напрямку магнiтного по-
ля i залежнiсть цiєї протяжностi вiд iндукцiї магнi-
тного поля. У сильному магнiтному полi залежно вiд
iнтенсивностi розсiювання носiїв струму на зарядже-
них домiшках i способу моделювання заповнення єди-
ної пiдзони Ландау можна отримати такi асимптоти-
чнi закони: ρzz ∝ TB2, якщо провiднiсть розглядати
як дрейфову; ρzz ∝ B3, якщо провiднiсть розгляда-
ти як дифузiйну i єдина пiдзона Ландау заповнена
частково; ρzz ∝ B4, якщо провiднiсть розглядати як
дифузiйну i єдина пiдзона Ландау заповнена повнi-
стю. Для пояснення цих законiв польова залежнiсть
хiмiчного потенцiалу також iстотна.
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ВЫРАЖЕНЫ ЛИ ЭФФЕКТЫ СЛОИСТОСТИ
ПРИ ЗАМКНУТЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ ФЕРМИ?

П.В. Горский

Р е з ю м е

В статье на примере продольной электропроводности в кван-
тующем магнитном поле, перпендикулярном слоям, показано,
что эффекты слоистости могут быть выражены не только в
кристаллах с сильно открытыми поверхностями Ферми (ПФ),
как это традиционно считается, но и в кристаллах с замкну-
тыми ПФ. В слабых магнитных полях эффекты слоистости
выражаются в отставании осцилляций Шубникова–де-Гааза по
фазе и в некотором увеличении их относительного вклада. В
области сильных магнитных полей существует оптимальный
диапазон, в котором эффекты слоистости проявляются в резко
немонотонной зависимости продольной электропроводности от
магнитного поля. Кроме того, показано, что эффекты слоисто-
сти приводят к снижению коэффициента пропорциональности
между магнитосопротивлением и индукцией магнитного поля
в продольном эффекте Капицы. Рассмотрена также продоль-
ная электропроводность слоистых кристаллов в ультракванто-
вых магнитных полях и показано, что в зависимости от то-
го, как моделируется заполнение единственной подзоны Лан-
дау и от того, рассматривается ли продольная проводимость
как дрейфовая или как диффузионная, можно получить такие
асимптотические законы изменения магнитосопротивления с
магнитным полем: ρzz ∝ TB2, ρzz ∝ B3 и ρzz ∝ B4.

CAN LAYERED-STRUCTURE EFFECTS BE OBSERVED,
IF THE FERMI SURFACE IS CLOSED?

P.V. Gorskyi

Yu. Fed’kovych Chernivtsi National University
(2, Kotsyubyns’kyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine;
e-mail: gena_grim@mail.ru)

S u m m a r y

By analyzing the longitudinal conductivity in a quantizing mag-

netic field directed perpendicularly to the crystal lattice layers, it

has been demonstrated that the layered-structure effects can be

observed not only in crystals with highly open Fermi surfaces, as

was conventionally believed earlier, but also in crystals with closed

ones. The calculations were carried out in the constant-relaxation-

time approximation. In weak magnetic fields, layered-structure ef-

fects manifest themselves as a phase retardation of Shubnikov–de

Haas oscillations and a certain increase of the relative contribu-

tion made by the latter. In the range of high magnetic fields,

there exists an optimal interval, in which the layered-structure ef-

fects reveal themselves in the form of a sharp non-monotonous de-

pendence of conductivity on the magnetic field. In addition, it has

been shown that the layered-structure effects result in a decrease of

the proportionality factor between the magnetoresistance and the

magnetic induction in the longitudinal Kapitsa effect. The longi-

tudinal conductivity of layered crystals in ultra-quantum magnetic

fields has also been analyzed. It is shown that the following de-

pendences of the magnetoresistance on the magnetic field can be

obtained, depending on the model used for the filling of the single

Landau subband and on whether the longitudinal conductivity is

considered to be of either the drift or diffusion type: ρzz ∝ TB2,

ρzz ∝ B3, and ρzz ∝ B4.
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