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Дослiджено можливостi встановлення симетрiйних властиво-
стей енергетичних станiв в системах трьох та чотирьох части-
нок з нульовим кутовим моментом у стохастичних варiацiйних
розрахунках без попередньої симетризацiї станiв за координа-
тами тотожних частинок. Виявлено, що у стохастичних варiа-
цiйних розрахунках енергетичнi спектри включають рiвнi всiх
можливих для даної системи симетрiй, якщо це дозволено су-
перпозицiєю базисiв, що використовуються. Запропоновано ло-
кальнi та iнтегральнi схеми встановлення перестановної симе-
трiї за результатами розрахункiв зв’язаних станiв. Показано,
що для енергетичних станiв квантових систем декiлькох ча-
стинок нижче найнижчого порога розвалу на пiдсистеми пе-
рестановної симетрiї (схеми Юнга) можуть бути встановленi з
високою точнiстю. Стани ж вище найнижчого порогу розвалу,
якщо вiн навiть заборонений, можна розглядати лише на вiд-
повiдно симетризованих базисах.

1. Вступ

Успiхи варiацiйних дослiджень квантових систем де-
кiлькох частинок рiзної природи (див. [1–8]) вiдкри-
вають можливостi порiвняння рiзних схем побудо-
ви базисiв та встановлення симетрiйних властивостей
енергетичних станiв у результатi прецизiйних розра-
хункiв. Бiльше того, актуальним є питання, чи є в
сучасних варiацiйних пiдходах можливiсть встанов-
лення в результатi розрахункiв рiзноманiтних прихо-
ваних симетрiй та симетрiйного виродження енерге-
тичних спектрiв i чи може бути конкурентним такий
пiдхiд у порiвняннi зi стандартною схемою, коли си-
метрiя багаточастинкових задач встановлюється ана-
лiтично до розрахункiв. Такi пiдходи можуть бути
перспективними як для кiнематичних симетрiй ти-
пу заданих орбiтальних моментiв для сферично симе-
тричних, або частково симетричних, потенцiалiв вза-
ємодiї, та для заданих перестановних симетрiй для
тотожних частинок, або частинок з близькими вла-
стивостями, так i для встановлення квазiсиметрiй, по-
роджених динамiчними особливостями задач.

На практицi важливо вiдповiсти на питання – при
яких умовах можливо у стохастичних варiацiйних ме-
тодах (СВМ) з використанням базисiв без заданої си-
метрiї вiдновити дану симетрiю i крiм того, чи доцiль-
но це робити з практичної точки зору. Бiльше того, чи
завжди доцiльним є спочатку встановити симетрiю, а
вже потiм робити розрахунки на базисах даної симе-
трiї?

У данiй роботi на прикладi деяких три- та чоти-
ричастинкових кулонiвських систем з використанням
прецизiйних схем варiацiйних стохастичних методiв
дану задачу розв’язано вiдносно встановлення пере-
ставних властивостей багаточастинкових хвильових
функцiй.

2. Формулювання проблеми з порушеною
симетрiєю у СВМ

Використання варiацiйних методiв у розрахунках
зв’язаних станiв квантових систем рiзної природи
зi значною кiлькiстю частинок наштовхується, крiм
всього iншого, ще й на труднiсть у побудовi хвильо-
вої функцiї (х.ф.) заданої симетрiї за координатами
тотожних частинок, коли число доданкiв х.ф. зро-
стає як n! для n тотожних частинок. Це може при-
водити, за рахунок помилок округлення, до погiр-
шення точностi обчислення матричних елементiв га-
мiльтонiанiв i поганої зумовленостi енергетичних ма-
триць, якi входять у лiнiйнi алгебраїчнi рiвняння на
власнi значення, та унеможливлення подальших роз-
рахункiв. Водночас використання певних схем СВМ,
що вже давно зарекомендувало себе як один з най-
бiльш перспективних пiдходiв [5], вiдкриває можли-
востi встановлення симетрiйних властивостей енер-
гетичних станiв у процесi їх отримання iз принци-
пу мiнiмуму енергiй для кожного зi зв’язаних ста-
нiв.
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У варiацiйному методi Гальоркiна хвильовi функцiї
зв’язаних станiв мають вигляд

Ψ(r1, r2, . . . , rn) =
N∑
i=1

ciφi , (1)

де ci – лiнiйнi варiацiйнi параметри, що визначають
ймовiрнiсть присутностi певної конфiгурацiї φi (бази-
сної функцiї); N – розмiрнiсть базису, а в ролi бази-
сних функцiй для нульового повного кутового момен-
ту будемо використовувати базис гаусового типу:

φi = exp

(
−

n∑
k<l

aiklr
2
kl

)
, (2)

як один з найпростiших i достатньо унiверсальний.
Тут n – кiлькiсть частинок; aikl – нелiнiйнi варiацiйнi
параметри; rkl = |rk − rl| – мiжчастинковi вiдстанi,
яких достатньо для опису внутрiшнiх станiв систем
n частинок. Варiацiйна задача зводиться до розв’я-
зання систем лiнiйних рiвнянь по вiдношенню до ci
(дискретне алгебраїчне представлення для рiвняння
Шрьодiнгера):

N∑
j=1

{〈Ŝφi|Ĥ − E|Ŝφj〉}cj = 0 , i = 1, N , (3)

де у стандартному пiдходi оператор симетризацiї Ŝ
фiксує певну схему Юнга вiдносно перестановок то-
тожних частинок для гамiльтонiана Ĥ. У результа-
тi розрахунку стандартних лiнiйних систем алгебра-
їчних рiвнянь (3) окремо для кожної заданої пере-
становної симетрiї (схеми Юнга) отримуються енер-
гетичнi рiвнi Eα та вiдповiднi взаємно ортогональнi
хвильовi функцiї.

Головною i досить громiздкою проблемою варiацiй-
ного методу є знаходження оптимальних (найниж-
чих) значень енергетичних рiвнiв Eα вiдносно не-
лiнiйних варiацiйних параметрiв aikl, для чого най-
бiльш унiверсальним є стохастичний варiацiйний ме-
тод, коли реалiзуються випадковi виборки для маси-
ву нелiнiйних варiацiйних параметрiв. У той же час у
СВМ навiть без використання попередньої симетри-
зацiї за тотожними частинками енергетична матриця
〈φi|H|φj〉 мiстить в загальному випадку рiзноманiтнi
блоки, якi наближено ефективно реалiзують всi мо-
жливi перестановнi симетрiї вiдповiдних станiв. Тим
самим ми маємо можливiсть дослiдити ефективнiсть
такої схеми, коли сама варiацiйна процедура стоха-
стичної оптимiзацiї може реалiзувати як надiйний
розрахунок енергетичного спектра, так i встановити

належну перестановну симетрiю хвильових функцiй
(це питання пiднiмалось також в роботi [9]).

Розглянемо вираз для матричних елементiв (iнте-
гралiв перекриття) Λ(P )

α = 〈Ψα|PΨα〉, де P – операто-
ри перестановки координат тотожних частинок. Ве-
личини Λ(P )

α для стану α по всiм перестановкам ко-
ординат частинок можуть бути мiрою симетрiї даної
хвильової функцiї. Для k тотожних частинок всього
буде k! таких перестановок, що утворюють групу пе-
рестановок Πk. Обчислення цих величин дають мо-
жливiсть вияснити в загальному випадку симетрiю,
тобто до якого незвiдного представлення групи Πk

належить хвильова функцiя Ψα. Так, у випадку двох
тотожних частинок 1 i 2, якому вiдповiдає група пе-
рестановок Π2, iснують два одновимiрнi представле-
ння – симетричне i антисиметричне, для яких вели-
чини Λ(21)

α набувають, вiдповiдно, двох значень 1 i
−1. У випадку трьох тотожних частинок таких схем
Юнга, очевидно, вже три – одновимiрне повносиме-
тричне представлення [3], повнiстю антисиметричне
представлення [13] i двовимiрне представлення [21]
групи перестановок Π3.

3. Розрахунки енергетичних спектрiв i
встановлення перестановної симетрiї

3.1. Атом гелiю

Як найпростiший приклад розглянемо розрахунок
енергетичного спектра атома гелiю з варiацiйними
функцiями (1) для нульового кутового моменту без
попередньої симетризацiї вiдносно координат тото-
жних електронiв. Гамiльтонiан такої тричастинкової
системи (в a.u.)

H =
p2

1 + p2
2

2
+

p2
3

2M
+

1
r12
− Z

(
1
r13

+
1
r23

)
, (4)

де заряд ядра He (α-частинки) Z = 2 i маса в оди-
ницях електронної маси M = 7294, 299537. Зауважи-
мо, що енергетичний спектр гамiльтонiана (4) безме-
жний для заданого кутового моменту i з рiзних точок
зору дослiджений вже давно. Крiм того, симетричнi
(парагелiй) та антисиметричнi (ортогелiй) стани вiд-
носно перестановки координат (1 ↔ 2) чергуються
(див. обговорення у [8]). Метою наших розрахункiв
у цiй задачi є досягнення надiйної точностi обчисле-
ння енергетичного спектра i зосередження головної
уваги на симетрiйних властивостях х.ф. вiдносно пе-
рестановки двох електронiв (1 ↔ 2) на базисах без
апрiорно заданої симетрiї.
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Рис. 1. Розподiл густини електронiв у 3-му збудженому станi
атома He

Результати розрахункiв спектра та iнтеграла пере-
криття Λ(21)

i на базисi iз залученням 300 гаусоїд наве-
дено в табл. 1. Вiдзначимо, по-перше, що всi розрахо-
ванi рiвнi (друга колонка) без попереднього задання
симетрiї мають достатню точнiсть – практично для
всiх рiвнiв з табл. 1 похибка становить одиницi в 5-
му–6-му знаках порiвняно з прецизiйними розрахун-
ками з [8] (четверта колонка). Особливо висока то-
чнiсть досягається для основного стану, який має ма-
ксимальну симетрiю i вiддiлений вiд наступного рiвня
(антисиметричного) значним iнтервалом (щiлиною).
Це є характерним для атомного режиму. По-друге,
третя колонка показує, що для перших 10-ти–12-ти
рiвнiв вiдповiдна перестановна симетрiя по 1-му та
2-му електрону встановлюється також надiйно. При-
родно, якщо збiльшити кiлькiсть базисних функцiй,
то точнiсть розрахунку енергiй та характеристик вiд-
повiдної симетрiї зростає. По-третє, перестановна си-
метрiя рiзних станiв вiдновлюється не завжди моно-
тонно, а з певним тимчасовим порушенням симетрiї
залежно вiд поступового нарощування несиметризо-
ваного базису, але в середньому достатньо близько
50-ти базисних функцiй (2), щоб з достовiрнiстю бу-
ла вiдновлена перестановна симетрiя. Доречно вiд-
значити, що вiдстань вiд певного антисиметричного
рiвня до попереднього симетричного рiвня бiльша за
вiдстань мiж симетричним та попереднiм антисиме-
тричним рiвнями. Зауважимо, що ступiнь вiдновле-
ння перестановної симетрiї може демонструвати та-
кож збiгання розподiлiв густини обох електронiв (ви-
значення див. в роботi [10]). На рис. 1 наведено при-
клад розрахунку розподiлу густини електронiв для
третього збудженого рiвня (першого збудженого ан-

тисиметричного стану). Для нижчих рiвнiв розподiли
густини та парнi кореляцiйнi функцiї повнiстю збi-
гаються з точними результатами з [6] на 300 бази-
сних функцiях, i цi розподiли збiгаються мiж собою.
З рис. 1 випливає, що атом гелiю у першому анти-
симетричному збудженому станi має досить значнi
розмiри з електронною середньоквадратичною вiд-
станню (с.к.в.) до центра мас атома гелiю 〈r2〉1/2e =
8, 289(a.u.) та специфiчною трирежимною поведiн-
кою розподiлу густини електронiв. До речi, с.к.в. α-
частинки, маса якої є значною, вiдносно центра мас
дуже мала 〈r2〉1/2α = 0, 0016, с.к.в. мiж електронами
така: 〈(r1 − r2)2〉

1/2
ee = 11, 727 , а с.к.в. мiж електро-

ном i α-частинкою 〈(r1 − r3)2〉
1/2
eα = 8, 290 близька до

електронної с.к.в. Зауважимо, що електронний роз-
подiл густини 3-го збудженого рiвня (1-го антисиме-
тричного збудженого рiвня) атома гелiю практично
зануляється при r = r0 = 5, 218 i далi має протя-
жне гало, а кореляцiйна функцiя geα(r) в значнiй мi-
рi близька до ρe(r) через значну масу ядра. В той же
час, як отримано в [10], внаслiдок значних кореляцiй-
них ефектiв електроннi розподiли густини основного
та перших двох збуджених рiвнiв (обох симетрiй) не
зануляються в скiнченнiй областi вiдстаней.

Крiм того, цi розподiли мають два режими: внутрi-
шня частина електронного розподiлу повторюється
у всiх станах, а гало-структура першого збуджено-
го симетричного стану має iншi характернi розмiри.
Для бiльш високих збуджених рiвнiв розподiли гу-
стини електронiв близькi до кореляцiйних функцiй
електрон–ядро i мають осцилюючий характер в за-
лежностi вiд r – розподiли густини для збудженого
k-го симетричного стану та збудженого (k− 1)-го ан-

Т а б л и ц я 1. Енергетичний спектр та iнтеграли
перекриття Λ

(21)
i для атома гелiю

i −Ei Λ
(21)
i −Ei iз [8]

0 2,9033031 0,999952 2,9033044
1 2,1749285 −0,999950 2,17493011
2 2,1456621 0,999929 2,14567849
3 2,0684045 −0,998911 2,06840517
4 2,0609761 0,998858 2,060989
5 2,0362326 −0,994342 2,03623268
6 2,033274 0,994178 2,03330771
7 2,022301 −0,966029 2,022344
8 2,020816 0,964221 2,0208997
9 2,014856 −0,955985 2,01510
10 2,013798 0,953298 2,0142867
11 2,008703 −0,903414 2,01852
12 2,008066 0,907575 2,0103483
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тисиметричного стану мають (k − 1) нулiв i доволi
протяжне гало. В цiлому, для бiльш високих станiв
точнiсть розрахункiв енергiї, а тим бiльше розподiлiв
густини та iнших структурних функцiй, в схемi без
заданої симетрiї погiршується, i бiльш ефективним є
повернення до схеми розрахункiв з заданою переста-
новною симетрiєю вiдносно двох електронiв.

3.2. Симетрiйнi властивостi станiв
системи трьох гравiтуючих частинок

Наступною задачею розглянемо симетрiйнi властиво-
стi рiзних станiв на базисi (2) без заданої симетрiї з
нульовим кутовим моментом для трьох самогравiту-
ючих частинок з гамiльтонiаном

H =
p2

1 + p2
2 + p2

3

2
−
(

1
r12

+
1
r13

+
1
r23

)
. (5)

Гамiльтонiан (5) має безмежнi енергетичнi спектри
для заданого кутового моменту i для кожної пере-
становної симетрiї нижче вiдповiдного двочастинко-
вого порога розвалу (див. [6]) – для одновимiрного
повносиметричного представлення [3] та двовимiрно-
го представлення [21] групи перестановок Π3 нижче
порогової енергiї −1/4, а для повнiстю антисиметри-
чного представлення [13] нижче порога −1/16. При
цьому рiвнi зi схемою Юнга [21] є двократно виродже-
ними в точнiй постановцi. Як все це вiдтворюється у
стохастичних варiацiйних розрахунках на несиметри-
зованих базисах?

У табл. 2 наведено розрахований на несиметризо-
ваному базисi енергетичний спектр (друга колонка) з

Т а б л и ц я 2. Енергетичний спектр та домiнуючi
ймовiрностi схем Юнга на несиметризованих базисах
для трьох гравiтуючих частинок

i −Ei симетрiя – Γ
[k]
α −Ei,[6]

0 1,071778933 [3]: 0,99999999 1,07177937297
1 0,5744912 [3]: 0,99999993 0,57449221540
2 0,4528858 [21]: 0,999999909 0,4528869754
3 0,4528850 [21]: 0,99999992 -//-
4 0,393785 [3]: 0,99999951 0,39381649823
5 0,359535 [21]: 0,999999734 0,3595387446
6 0,35952287 [21]: 0,99999763 -//-
7 0,330819 [3]: 0,999979 0,33082419747
8 0,31678 [21]: 0,99999533 0,3167897461
9 0,316771 [21]: 0,99996357 -//-
10 0,3019888 [3]: 0,999831 0,301992565558
11 0,2947328 [21]: 0,999981 0,2947441034
12 0,2947176 [21]: 0,999605 -//-
13 0,2862493 [3]: 0,99773 0,28625287633

750 базисними функцiями (2), в четвертiй колонцi на-
веденi прецизiйнi розрахунки енергiй з [6] у стандар-
тнiй схемi з заданими схемами Юнга. Вiдзначимо спо-
чатку принциповий факт, що вище енергiї найниж-
чого двочастинкового порога розвалу E0(2) = −0, 25
маємо в пiдходi без заданої перестановної симетрiї
область суцiльного спектра, де прямий варiацiйний
розрахунок зв’язаних станiв всякої симетрiї втрачає
сенс. Тодi в пiдходi без заданої симетрiї вiдсутня мо-
жливiсть вiдновлення навiть найнижчого повнiстю
антисиметричного стану трьох частинок (протиле-
жний результат для певної шестичастинкової ядер-
ної задачi мiститься в роботi [9]). У пiдходi з заданою
симетрiєю [6] вiдоме прецизiйне значення енергiї най-
нижчого повнiстю антисиметричного стану Ea0 (3) =
−0, 127445 лежить вище найнижчого двочастинково-
го порога−0, 25. Цей факт є принциповим i для iнших
систем тотожних частинок з використанням несиме-
тризованої схеми варiацiйних розрахункiв i не дозво-
ляє просунутися вище найнижчого двочастинкового
енергетичного порога.

Зупинимося бiльш детально на розрахункових про-
блемах у схемi без заданої симетрiї для гамiльтонiа-
на (5). По-перше, для збуджених станiв реалiзується
чергування однократно та наближено двократно ви-
роджених (квазiвироджених) енергетичних рiвнiв –
зi збiльшенням базису i збiльшенням точностi розра-
хунку виродження стає все бiльш достовiрним.

Уже цей факт пiдтверджує, що двократно квазi-
виродженi рiвнi вiдносяться до серiї зi схемою Юн-
га [21]. Зауважимо, що для трьох самогравiтуючих
частинок абсолютно найнижчий повносиметричний
основний стан має когерентний характер i вiддiлений
досить помiтним iнтервалом (щiлиною) вiд першого
збудженого стану, який також є повносиметричним.
По-друге, для надiйного вiдновлення перестановної
симетрiї наближено розрахованих станiв ми викори-
стали ще декiлька прийомiв. Так, були використанi
амплiтуди монопольних переходiв〈

Ψα

∣∣∣∣∣∣
∑
i<j

r2ij

∣∣∣∣∣∣Ψβ

〉
(6)

мiж рiзними станами α i β. Оскiльки хвильова фун-
кцiя основного стану є повносиметричною вiдносно
перестановок координат, то пiдсиленi переходи (6)
мiж основним та збудженими станами можуть бути
лише мiж станами однакової перестановної симетрiї i
сильно подавленi – для станiв рiзної перестановної си-
метрiї. Цей прийом виявився достатньо надiйним для
перших 6-ти–10-ти рiвнiв i пiдтвердив, що першi два
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Рис. 2. Ймовiрностi реалiзацiї домiнуючих схем Юнга в зале-
жностi вiд кiлькостi базисних функцiй для системи трьох гра-
вiтуючих частинок

рiвнi з табл. 2 мають однакову симетрiю, а наступнi
два квазiвиродженi рiвнi мають iншу симетрiю, по-
тiм знову йде симетричний рiвень, а потiм два рiвнi
iншої симетрiї. Для бiльш високих збуджених рiвнiв
цей прийом поступово втрачає надiйнiсть, крiм пере-
ходiв мiж сусiднiми рiвнями. Звичайно, переходи (6)
мiж далекими станами сильно подавленi i вимагають
дуже точних розрахункiв з великими базисами.

Ми систематично розглянули також встановлення
перестановної симетрiї отриманих функцiй уже пi-
сля проведення варiацiйних розрахункiв, для чого iз
отриманих функцiй Ψα(123) для кожного стану було
побудовано всi незвiднi представлення – симетрична
вiдносно перестановок функцiя ([3]):

Ψs(123) = Ψ(123) + Ψ(132) + Ψ(213) + Ψ(231)+

+Ψ(312) + Ψ(321), (7)

антисиметрична функцiя ([13]):

Ψa(123) = Ψ(123)−Ψ(132)−Ψ(213) + Ψ(231)+

+Ψ(312)−Ψ(321) (8)

та незвiдне представлення [21]:

Ψ
′
(123) =

√
3

2
{Ψ(231) + Ψ(213)−Ψ(312)−Ψ(321)} ,

Ψ
′′
(123) = −1

2
{Ψ(213) + Ψ(231) + Ψ(312) + Ψ(321)}+

+Ψ(123) + Ψ(132) (9)

(до речi, представлення [21] має двi еквiвалентнi реа-
лiзацiї). Тодi нормованi на одиницю несиметризованi

функцiї Ψα(123) можуть бути розкладенi за функцi-
ями (7)–(9) (також попередньо нормованими на оди-
ницi) незвiдних представлень групи перестановок

Ψα =
∑
[k]

N [k]
α Ψ[k]

α . (10)

Квадрати коефiцiєнтiв розкладу N
[k]
α (iнтегралiв пе-

рекриття мiж хвильовою функцiєю Ψα (х.ф.) без
апрiорi заданої симетрiї та х.ф. з вiдновленими пере-
становними симетрiями Ψ[k]

α ) Γ[k]
α = (N [k]

α )2 визнача-
ють ймовiрнiсть в α-станi наявностi вiдповiдних схем
Юнга (з нормуванням

∑
[k] Γ

[k]
α = 1, де пiдсумовуван-

ня ведеться за всiма схемами Юнга).
У табл. 2 в третiй колонцi наведено домiнуючi

ймовiрностi вiдповiдної перестановочної симетрiї Γ[k]
α

в базисi 750-ти базисних функцiй, що демонструє
однозначно практичну чистоту станiв вiдносно пе-
рестановок. Пiдкреслимо, що для розглянутих ста-
нiв повнiстю антисиметричне представлення не реа-
лiзується, оскiльки цей стан знаходиться вище дво-
частинкового енергетичного порога E0(2) = −0, 25.
Досить цiкавими виявилися немонотоннi залежно-
стi ймовiрностi заданих схем Юнга Γ[k]

α вiд кiль-
костi врахованих базисних функцiй, коли прояви-
лась вiдсутнiсть однозначної кореляцiї мiж уточне-
нням енергiї i уточненням симетрiї (ефект “пору-
шення симетрiї”). Розглянемо найпростiшу i доста-
тньо економну схему нарощування базису в (1), ко-
ли добавляється по однiй базиснiй функцiї i для
нелiнiйних параметрiв лише в добавленiй функцiй
здiйснюється велика стохастична виборка (прибли-
зно 2 · 105). Бiльше того, стохастична мiнiмiза-
цiя за нелiнiйними параметрами проводилась окре-
мо для кожного стану. На рис. 2 для основного
стану (крива 0) представлена залежнiсть домiну-
ючої ймовiрностi вiдновленої схеми Юнга [3] Γ[k]

α

вiд кiлькостi базисних функцiй. Як видно, враху-
вання одної, двох i трьох базисних функцiй (2) у
варiацiйному методi зi стохастичною вибiркою не-
лiнiйних варiацiйних параметрiв поступово покра-
щує енергiю, а х.ф. залишається повносиметри-
чною i залежною лише вiд квадрата гiперрадiу-
са:

ρ2 = r212 + r213 + r223 . (11)

Урахування ж четвертої базисної функцiї (2) дещо
покращує енергiю, але порушує симетрiю (на рiвнi
0,2%) х.ф. основного стану. Цей ефект порушення
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симетрiї х.ф. при уточненнi енергiї є достатньо за-
гальним для рiзних потенцiалiв взаємодiї i з бази-
сами рiзної розмiрностi. У подальшому немонотон-
нiсть (порушення симетрiї) Γ[3]

0 залежно вiд кiль-
костi базисних функцiй також має мiсце (особли-
во для не дуже великої кiлькостi базисних фун-
кцiй), але в середньому вже достатньо 50-и бази-
сних функцiй для надiйного встановлення повно-
симетричного характеру х.ф. основного стану, ко-
ли величина Γ[3]

0 виходить на асимтотичне значен-
ня одиницю. Для першого збудженого стану величи-
на Γ[3]

1 характеризує також домiнуючий повносиме-
тричний характер х.ф. i знову проявляються певнi
осциляцiї (порушення симетрiї), хоча достатньо ба-
зисних функцiй порядку 50-ти (крива 1 на рис. 2)
для встановлення схеми Юнга [3]. Кривими 2 та 3
на рис. 2 наведено залежностi вiд кiлькостi бази-
сних функцiй ймовiрностi реалiзацiї схеми Юнга [21]
для другого та третього збуджених станiв вiдповiд-
но. Крива 4 вiдповiдає ймовiрностi повносиметричної
схеми для четвертого збудженого стану. Як видно,
для всiх цих випадкiв вiдповiднi схеми Юнга досто-
вiрно встановленi (хоча i немонотонно з незначним
порушенням симетрiї для невеликої кiлькостi бази-
сних функцiй) з базисами дещо бiльшими 50-ти фун-
кцiй, коли досягається асимптотика. Аналогiчнi роз-
рахунки було виконано i для майже 10-ти збудже-
них станiв. В цiлому для бiльш високих рiвнiв не-
обхiдно бiльше базисних функцiй як для отриман-
ня певної точностi для енергiї, так i для встанов-
лення належних асимптотик для коефiцiєнтiв симе-
трiї.

Що стосуєтьcя поведiнки структурних функцiй
трьох гравiтуючих частинок, таких як одночастинко-
вi розподiли густини частинок та парнi кореляцiйнi
функцiї, в схемi використання базисiв без симетриза-
цiї, то ситуацiя досить близька до розглянутого ранi-
ше атома гелiю. Вже близько 100 базисних функцiй
(2) достатньо, щоб для основного та першого збудже-
ного рiвнiв цi структурнi функцiї не залежали вiд но-

Т а б л и ц я 3. Iнтеграли перекриття для найнижчих
рiвнiв i всiх перестановок у системi трьох гравiтуючих
частинок
j εj ΛPjj

123 132 321 213 231 312
0 1,0717570 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1 0,5742926 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
2 0,4528858 1,00 0,50 −0,50 −1,00 −0,50 −0,50
3 0,4517665 1,00 −0,50 −0,49 1,00 −0,50 −0,50
4 0,3903133 1,00 0,93 0,94 1,00 0,93 0,93

мера частинок i кiлькiсно збiгалися з прецизiйними
результатами з роботи [6].

Ще одна схема часткової симетризацiї може бу-
ти використана в цiй та iнших задачах. Наприклад,
якщо апрiорi хвильову функцiю симетризувати лише
вiдносно якихось двох частинок, то приблизно кiль-
кiсть рiвнiв зменшиться вдвоє при заданiй розмiрно-
стi базису, що використовується i точнiсть вiдповiд-
них розраховуваних рiвнiв збiльшиться, як i ймовiр-
нiсть вiдновлюваної симетрiї.

3.3. Аналiз повного набору перестановок

Тут розглянемо бiльш детально iнтеграли перекри-
ття Λ(P )

α = 〈Ψα|PΨα〉, але в меншому базисi, i вра-
хуємо роль всiх перестановок в системi трьох тото-
жних гравiтуючих частинок. Результати розрахункiв
на базисi 220 гаусоїд наведено в табл. 3, де енергiї
зв’язку εj ≡ −Ej . Мiнiмiзацiя виконувалась за 2-м
збудженим рiвнем. Тут i далi комбiнацiями цифр 123,
132 i т. д. позначено перестановку координат части-

нок P =

(
123
123

)
,

(
123
132

)
i т. д. З табл. 3 видно, що

основний i перший збуджений стани є повносиметри-
чними i реалiзують одновимiрнi представлення, а для
2-го i 3-го збуджених станiв спостерiгається квазiви-
родження, рiвнi розщепленi внаслiдок наближеностi
розрахункiв, i реалiзується двовимiрне представлен-
ня, що вiдповiдає змiшанiй симетрiї. Далi бачимо, що
4-й збуджений стан знову є наближено повносиметри-
чним.

Розглянемо детально реалiзацiю двовимiрного
представлення групи перестановок Π3, якому вiдпо-
вiдають 2-й i 3-й збудженi стани. Утворимо двовимiр-

нi вектори f =

(
Ψ(2)

Ψ(3)

)
i fP =

(
PΨ(2)

PΨ(3)

)
, де Ψ(2)

i Ψ(3) хвильовi функцiї, вiдповiдно, 2-го i 3-го збу-
джених станiв, а P – деяка перестановка координат
тотожних частинок. Тодi, як вiдомо, fP = AP f , де
AP = {aPij} – матрицi незвiдного двовимiрного пред-
ставлення групи Π3. Тобто маємо систему рiвнянь

PΨ(2) = a11Ψ(2) + a12Ψ(3),

PΨ(3) = a21Ψ(2) + a22Ψ(3). (12)

Звiдки, завдяки ортогональностi хвильових функцiй,
випливає така формула:

aPij = ΛP(i+1)(j+1) , i, j = 1, 2 . (13)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2010. Т. 55, №11 1245



I.В. СИМЕНОГ, М.В. КУЗЬМЕНКО, В.М. ХРЯПА

В табл. 4 наведенi розрахунки величин Λ i aPij для
всiх перестановок.

Данi табл. 4 дозволяють побудувати матрицi AP ,
якi мають такий вигляд:

AP =
123(

1, 0 0
0 1, 0

)
,

132(
0, 50 −0, 86
−0, 86 −0, 50

)
,

321(
0, 50 0, 87
0, 87 −0, 49

)
,

213(
−1, 0 0

0 1, 0

)
,

231(
−0, 50 −0, 86
0, 86 −0, 50

)
,

312(
−0, 50 0, 86
−0, 86 −0, 50

)
.

(14)

Оскiльки
√

3/2 ≈ 0, 866025, то бачимо вiдтворення
в даному розрахунку представлення еквiвалентного
незвiдному двовимiрному представленню групи пере-

становок Π3, причому циклiчнi перестановки 231 i 312
вiдтворюються повнiстю, а транспозицiї 132, 321, 213
вимагають деякого подiбного перетворення:

M−1APM =
123(

1, 0 0
0 1, 0

)
,

132(
−0, 50 0, 86
0, 86 +0, 50

)
,

321(
−0, 49 −0, 87
−0, 87 0, 50

)
,

213(
1, 0 0
0 −1, 0

)
,

231(
−0, 50 −0, 86
0, 86 −0, 50

)
,

312(
−0, 50 0, 86
−0, 86 −0, 50

)
,

(15)

де

M =

(
cos(π/2) − sin(π/2)
sin(π/2) cos(π/2)

)
=

(
0 −1
1 0

)
, M−1 =

(
0 1
−1 0

)
. (16)

Т а б л и ц я 4. Матриця двовимiрного представлення
aP

ij i iнтеграли перекриття для 2-го та 3-го збуджених
рiвнiв трьох гравiтуючих частинок

123 132 321 213 231 321
aP11 ΛP22 1,00 0,50 0,50 −1,00 −0,50 −0,50
aP12 ΛP23 0,00 −0,86 0,87 0,00 0,86 −0,86
aP22 ΛP33 1,00 −0,50 −0,49 1,00 -0,50 −0,50
aP21 ΛP32 0,00 −0,86 0,87 0,00 −0,86 0,86

Пiд час розрахункiв з мiнiмiзацiєю по 3-му збудже-
ному рiвню розщеплення рiвнiв суттєво зменшується,

також вiдтворюється представлення еквiвалентне не-
звiдному, але кут подiбного перетворення, що зводить
одне до другого може бути довiльний. Результати та-
ких розрахункiв з базисом 204 гаусоїди наведено в
табл. 5.

З цiєї таблицi бачимо, що структура станiв системи
не змiнилась, а точнiсть за рахунок достатньої близь-
костi квазiвиродженних станiв суттєво полiпшилася
навiть при дещо меншому базисi. Представлення еквi-
валентне незвiдному має вигляд
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Т а б л и ц я 5. Розрахунок симетрiйних властивостей найнижчих станiв з урахуванням унiтарних перетворень
(15) i мiнiмiзацiєю за 3-им збудженим рiвнем

j εj ΛPjj
123 132 321 213 231 312

0 −1,071751 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 −0,5744743 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
2 −0,4528811 1,00000 −0,17706 −0,76381 0,94087 −0,50000 −0,50000

ΛP23 → 1,00000 −0,98420 0,64543 0,33876 −0,86602 0,86602
3 −0,4528810 1,00000 0,17706 0,76381 −0,94087 −0,50000 −0,50000

ΛP32 → 1,00000 −0,98420 0,64543 0,33876 0,86602 −0,86602
4 −0,3935422 1,00000 0,99966 0,99968 0,99979 0,99958 0,99958

AP =
123(

1, 0 0
0 1, 0

)
,

132(
−0, 17706 −0, 98420
−0, 9842 0, 17706

)
,

321(
−0, 76381 0, 64543
0, 64543 0, 76381

)
,

213(
0, 94087 0, 33876
0, 33986 −0, 94087

)
,

231(
−0, 50000 −0, 86602
0, 86602 −0, 50000

)
,

312(
−0, 50000 0, 86602
−0, 86602 −0, 50000

)
.

(17)

Кут θ подiбного перетворення можна знайти, на-
приклад, зi спiввiдношення sin 2θ = 0, 33876, тодi
θ = 0, 1727993296, подiбне перетворення матиме ви-
гляд

M =

(
0, 9851073087 −0, 1719406592
0, 1719406592 0, 9851073087

)
,

M−1 =

(
0, 9851073087 0, 1719406592
−0, 1719406592 0, 9851073087

)
.

Застосувавши це перетворення до матриць AP , отри-
маємо

M−1APM =
123(

1, 0 0
0 1, 0

)
,

132(
−0, 50000 −0, 86603
−0, 86603 0, 50000

)
,

321(
−0, 50000 0, 86602
0, 86602 0, 50000

)
,

213(
1, 0000 1 · 10−6

1 · 10−6 −1, 0000

)
,

231(
−0, 50000 −0, 86602
0, 86602 −0, 50000

)
,

312(
−0, 50000 0, 86602
−0, 86602 −0, 50000

)
.

(18)

Як бачимо в даному розрахунку, детальна симетрiя
вiдновлюється з достатньо високою точнiстю.

Вiдомо, що характер представлення D(P ) =
∑
iA

P
ii

вiдiграє важливу роль, оскiльки не змiнюється при
подiбних перетвореннях. Для двовимiрних незвiдних
представлень групи Π3 D(P ) набуває значень: 2 для
тотожної перестановки, в наших позначеннях 123;
0 для транспозицiй 132, 321, 213; та -1 для циклi-
чних перестановок 231, 312. У наших розрахунках цей

факт пiдтверджується з високою точнiстю. Отже, до-
статньо було б не будувати матрицi представлення та
шукати подiбне перетворення, а обчислити характери
представлення. Точнiсть цих обчислень i буде точнi-
стю вiдтворення симетрiї.

Результати таких розрахункiв в гаусоїдальному ба-
зисi розмiрнiстю 542 функцiї представлено в табл. 6,
де D̂(P ) – точне значення характерiв двовимiрно-
го представлення. Мiнiмiзацiя виконувалась за всiма
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Т а б л и ц я 6. Розрахунковi данi характерiв незвiдних представлень групи перестановок для трьох гравiтуючих
частинок

D̂(P ) 2,0 0,0 0,0 0,0 −1,0 −1,0
j εj ΛPjj

123 132 321 213 231 312
0 −1,071776 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
1 −0,574488 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000
2 −0,452883 1,00000 −0,994174 0,590427 0,403747 −0,500000 −0,500000
3 −0,452882 1,00000 0,994174 −0,590427 −0,403748 −0,500000 −0,500000

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 32 · 10−13 0, 53 · 10−6 0, 23 · 10−6 0, 50 · 10−7 −0, 68 · 10−6 −0, 68 · 10−6

4 −0,393803 1,00000 0,999998 0,999998 0,999998 0,999998 0,999998
5 −0,359517 1,00000 0,891803 −0,837704 −0,054097 −0,499998 −0,499998
6 −0,359506 1,00000 −0,891800 0,837707 0,054095 −0,499998 −0,499998

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 25 · 10−13 0, 33 · 10−5 0, 35 · 10−5 0, 26 · 10−5 −0, 39 · 10−5 −0, 39 · 10−5

7 −0,330728 1,00000 0,999897 0,999904 0,999978 0,999900 0,999900
8 −0,316719 1,00000 0,488361 0,511544 −0,999900 −0,499995 −0,499995
9 −0,316561 1,00000 −0,488158 −0,511320 0,999795 −0,499780 −0,499780

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 75 · 10−13 0, 20 · 10−3 0, 22 · 10−3 0, 11 · 10−3 −0, 22 · 10−3 −0, 22 · 10−3

10 −0,301797 1,00000 0,999137 0,999024 0,999871 0,999097 0,999097
11 −0,294636 1,00000 0,515815 0,483996 −0,999791 −0,499981 −0,499981
12 −0,294355 1,00000 −0,514688 −0,482861 0,999491 −0,498904 −0,498904

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 31 · 10−13 0, 11 · 10−2 0, 11 · 10−2 0, 30 · 10−3 −0, 11 · 10−2 −0, 11 · 10−2

13 −0,285861 1,00000 0,997556 0,996175 0,998018 0,996009 0,996009
14 −0,281520 1,00000 0,965797 −0,269215 −0,682057 −0,492610 −0,492610
15 −0,281053 1,00000 −0,954190 0,274642 0,694196 −0,492370 −0,492370

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 51 · 10−11 0, 12 · 10−1 0, 54 · 10−2 0, 12 · 10−1 −0, 15 · 10−1 −0, 15 · 10−1

16 −0,274792 1,00000 0,930606 0,992712 0,900378 0,913221 0,913221
17 −0,270548 1,00000 0,653855 −0,963852 0,331035 −0,488725 −0,488725
18 −0,268570 1,00000 −0,554538 0,966735 −0,199195 −0,390550 −0,390550

|D(P )| − |D̂(P )| 0, 18 · 10−10 0, 99 · 10−1 0, 29 · 10−2 0, 13 −0, 12 −0, 12

19 −0,262261 1,00000 0,272561 0,977084 0,364904 0,314611 0,314611

рiвнями послiдовно з нарощуванням базисних фун-
кцiй i стохастичною вибiркою нелiнiйних коефiцiєнтiв
тiльки для доданих функцiй.

З таблицi видно, що в даному розрахунку симетрiя
вiдтворюється з достатньою точнiстю до 12-го рiвня
включно. Подальше пiдвищення точностi можливе за
рахунок збiльшення базису, що, в свою чергу, вимагає
збiльшення розрядної сiтки комп’ютера.

3.4. Приклади iнших три- та
чотиричастинкових систем

Аналогiчно п. 3.2 було виконано розрахунки для
трьох частинок у схемi без перестановної симетрiї
основного та найнижчих станiв для низки iнших пар-

них потенцiалiв, таких як лiнiйно залежний потен-
цiал V (rij) = γ rij , суперпозицiя лiнiйно залежного
та осциляторного потенцiалiв, суперпозицiя кулонiв-
ського та осциляторного потенцiалiв i т. д. Бiльш де-
тально зупинимося на системi трьох тотожних части-
нок (~ = M = 1) з парними потенцiалами у виглядi
суперпозицiї кулонiвського та лiнiйного потенцiалу:

V (rij) =
α

rij
+ γ rij , (19)

який часто використовується як модельний мiжквар-
ковий потенцiал взаємодiї з конфайментом. Виберемо
випадок α = −1 i γ = 0, 1, коли спектр (безмежний)
трьох самогравiтуючих частинок (табл. 2) зсувається
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вгору внаслiдок наявностi вiдштовхувального потен-
цiалу в (19).

В табл. 7 (друга колонка) наведено значення роз-
рахованих енергiй та вказано схеми Юнга даних ста-
нiв, визначенi iз аналiзу монопольних переходiв (6) та
частково з використанням представлення (10). Оче-
видно, що дана задача трьох частинок для фiксова-
них кутових моментiв i для всiх можливих переста-
новних симетрiй має безмежнi серiї енергетичних рiв-
нiв, якi необмеженi зверху. У випадку, що розгляда-
ється, достатньо надiйно встановлюється положення
нижнiх рiвнiв енергетичного спектра та їх переста-
новна симетрiя з використанням лише критерiю сили
монопольних переходiв (6). Як загальне зауваження
вiдзначимо, що нижня частина спектра для потен-
цiалу (19) групується так, що це нагадує спектр за
наявностi осциляторного потенцiалу – основний стан
вiдповiдає “нульовiй оболонцi”, три наступнi рiвнi вiд-
повiдають “другiй головнiй оболонцi”, а шiсть насту-
пних рiвнiв вiдповiдають “четвертiй головнiй оболон-
цi”. Основний стан з “нульової оболонки” вiддiлений
щiлиною, як це вiдбувається i для iнших притягу-
вальних потенцiалiв, вiд наступного першого збудже-
ного стану з “другої оболонки”, i обидва нижнi рiвнi
є повносиметричними. Найнижчi два рiвнi є повно-

Т а б л и ц я 7. Енергетичнi спектри i схеми Юнга для
3-х частинок з потенцiалами (19) на несиметризованих
базисах

i Ei(α = −1, Ei(α = 0, Ei(α = 1,

γ = 0, 1) γ = 1) γ = 0, 1)

0 −0,5374711 [3] 6,1322623296 [3] 2,35863665 [3]
1 0,4351935 [3] 8,4460183583 [3] 2,6836025 [21]
2 0,6814962 [21] 8,6248514892 [21] 2,6836026 [21]
3 0,6814974 [21] 8,6248514892 [21] 2,7361357 [3]
4 1,088206 [3] 10,468906007 [3] 3,015767 [3]
5 1,225461 [21] 10,572169109 [21] 3,032422 [21]
6 1,225466 [21] 10,572169109 [21] 3,032424 [21]
7 1,466758 [21] 10,799850983 [21] 3,0402091 [21]
8 1,466760 [21] 10,799850983 [21] 3,0402106 [21]
9 1,5075641 [3] 10,970678650 [3] 3,0935262 [3]
10 1,615565 [3] 12,289856674 [3] 3,351440 [13]
11 1,6860224 [21] 12,34459748 [21] 3,355503 [3]
12 1,6860522 [21] 12,34459750 [21] 3,360576 [21]
13 1,9215544 [3] 12,577399637 [21] 3,360587 [21]
14 1,9328835 [21] 12,577399664 [21] 3,366835 [21]
15 1,932899 [21] 12,70399441 [3] 3,366839 [21]
16 2,02983147 [3] 12,75225890 [13] 3,38232 [21]
17 2,0486622 [13] 12,82852283 [3] 3,38232 [21]
18 2,0753597 [3] 12,97594242 [21] 3,39606 [3]
19 2,089238 [21] 12,97594242 [21] 3,43508 [3]

симетричними внаслiдок притягувального характеру
вибраного нами потенцiалу на малих вiдстанях. На-
ступнi два квазiвиродженi рiвнi мають схему Юнга
[21] i розташованi вже значно ближче до енергiї по-
переднього рiвня (також з “другої оболонки”), а по-
тiм з’являється повносиметричний рiвень, вiддiлений
значним iнтервалом вже з наступної “четвертої обо-
лонки”. Наступнi ж двi пари квазiвироджених рiвнiв
належать представленню зi змiшаною симетрiєю [21].
Надалi з’являється повносиметричний рiвень, який
завершує четверту “оболонку”. З наступних рiвнiв вiд-
значимо появу повнiстю антисиметричного стану (су-
марно з урахуванням кратностi виродження 17-й збу-
джений рiвень), який, як вiдомо [11], належить шо-
стiй оболонцi. Для його iдентифiкацiї було розрахова-
но монопольнi переходи з сусiднiми рiвнями i остато-
чно встановлена його перестановна симетрiя на основi
(10). В середньому вiдстанi мiж наступними високо
збудженими рiвнями стають все меншими (нагадає-
мо, що ми розглядаємо лiнiйно зростаючий потенцiал,
для якого iнтервали мiж рiвнями повиннi зменшува-
тися для вищих збуджень).

Цiкавими виявилися також результати у випадку
чисто лiнiйного потенцiалу (α = 0 у (19)), коли бу-
ло викинуто притягувальний потенцiал. Енергетичнi
рiвнi та вiдновлену їх перестановочну симетрiю наве-
дено у третiй колонцi табл. 7. До речi, в цьому при-
кладi для всiх рiвнiв досягається найвища точнiсть.
Зауважимо також, що чергування рiзних симетрiй де-
що змiнюється в бiк зсуву рiвнiв вищої симетрiї вго-
ру (з урахуванням також iншого маcштабу за раху-
нок того, що ми вибрали γ = 1). Так, найнижчий ан-
тисиметричний рiвень тепер став 16-м у загальному
списку збуджень i належить до 6-ї “оболонки”. Для
цього потенцiалу досить чiтко проявляються згрупу-
вання рiвнiв в оболонки навiть до 8-ї включно. На-
гадаємо, що у випадку трьох частинок з осцилятор-
ним (квадратично залежним вiд r) потенцiалом у всiх
оболонках рiвнi є строго виродженими i вперше анти-
симетричний стан мiститься в 6-й оболонцi [11] (0-ва
оболонка невироджена, 2-га облонка трикратно виро-
джена, 4-та оболонка шестикратно вироджена, 6-та
оболонка десятикратно вироджена i т. д.). Крiм то-
го, якщо до слабкого осциляторного потенцiалу до-
дати притягувальний кулон, то розташування рiвнiв
буде аналогiчне потенцiалу (19), i у випадку “осциля-
тор плюс вiдштовхувальний кулон” знову повнiстю
антисиметричний рiвень буде десятим у списку всiх
рiвнiв. Цiкавi закономiрностi проявляються у випад-
ку потенцiалу (19) з вiдштовхувальним кулоном. Ре-
зультати розрахунку для α = 1 i γ = 0, 1 наведено
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в четвертiй колонцi табл. 7. Тут ще в бiльшiй мiрi
рiвнi з вищою симетрiєю внаслiдок вiдштовхування
на малих вiдстанях зсунулися бiльш суттєво вгору.
Вiдповiдно повнiстю антисиметричнi стани розташу-
валися вiдносно внизу. Так, найнижчий антисиметри-
чний стан став 10-м збудженим рiвнем у загальному
списку (та найнижчим в 6-й оболонцi), а наступний
збуджений повнiстю антисиметричний стан став 20-
м (i також найнижчим в 8-й оболонцi). Перестановна
симетрiя всiх цих станiв встановлена з використан-
ням амплiтуд монопольних переходiв (6) та на основi
представлення (10), але для високозбуджених станiв
вимагалося використовувати базис близько 300 фун-
кцiй.

Розглянемо тепер коротко ще приклад встановлен-
ня перестановної симетрiї в системах чотирьох части-
нок, зокрема для молекули водню. Нехай гамiльтонi-
ан (в a.u.)

H =
p2

1 + p2
2

2M
+

p2
3 + p2

4

2
+
Z2

r12
+

1
r34
−

−Z
(

1
r13

+
1
r14

+
1
r23

+
1
r24

)
, (20)

де вiдносна маса протона M = 1836, 152701 i вiдно-
сний заряд Z = 1. Результати розрахунку (табл. 8)
спектра наведено в другiй колонцi (з несиметризова-
ним базисом в 1200 компонент), а ймовiрнiсть домi-
нуючої перестановочної симетрiї згiдно з представле-
нням типу (10) наведено у третiй колонцi. Четвер-
та колонка мiстить значення енергетичного спектра
(з базисом на 1200 компонент) у стандартному мето-
дi з заданими симетричними за протонами та симе-
тричними за електронами перестановками (ss). П’я-
та колонка мiстить найкращi лiтературнi данi з ро-
боти [12]. Зауважимо, по-перше, що рiвнiв iнших си-
метрiй крiм ss для нульового кутового моменту не-
має, а по-друге, рiвнiв симетрiї ss насправдi 15 згiдно
зi спецiальними прецизiйними розрахунками [12] та
експериментальними даними нижче порога розвалу
на два атома водню 4 → 2 + 2 з пороговою енергi-
єю Ethres = −0, 999455679432. Наш розрахунок з га-
усоїдним базисом в 1200 базисних функцiй навiть з
симетризованим базисом дозволяє отримати лише 8
рiвнiв i з точнiстю в 3-4 знаки. По-третє, несиметри-
зований базис з 1200 гаусоїдами спроможний вiдтво-
рити лише 5 енергетичних рiвнiв (з точнiстю в 2-3
знаки), але симетрiя ss їх встановлюється напевно.
Цей приклад молекули водню показує, що розрахун-
ки в складних системах з несиметризованими базиса-

ми можуть сприйматися лише як якiснi оцiнки, а пре-
цизiйнi розрахунки вимагають розробки спецiальних
оптимiзацiйних варiацiйних схем (див. [12]).

Нарештi, вiдносно системи чотирьох самогравiту-
ючих частинок лише зауважимо, що в розрахунках
з несиметризованим базисом наближено встановлює-
ться порядок чергування рiзних рiвнiв з вiдновленни-
ми перестановними симетрiями. Так, основному ста-
ну вiдповiдає повносиметрична схема Юнга [4] (див.
посилання [6]), наступним рiвнем, вiддiленим зна-
чним iнтервалом (щiлиною), є також повносиметри-
чний стан, наступнi три квазiвиродженi рiвнi вiдпо-
вiдають схемi Юнга [31], далi розташованi два квазi-
виродженi рiвнi схеми Юнга [22]. Сьомим збудженим
рiвнем є також повносиметричний, який вже знахо-
диться в 4-й “головнiй оболонцi” i вiддiлений вiд ни-
жнiх рiвнiв певною щiлиною. Розрахунок наступних
рiвнiв у схемi несиметризованого базису вже має вiд-
чутнi похибки, i доцiльно повернутися до стандартної
схеми з заданими перестановними симетрiями.

4. Висновки

У пiдсумку вiдзначимо головнi результати.
1. Розрахунки у СВМ з несиметризованим базисом

вiдносно перестановок тотожних частинок для систем
трьох та чотирьох частинок дозволяють знайти з за-
довiльною точнiстю всi низько розташованi енерге-
тичнi стани i одночасно задовiльно встановлюється
перестановна симетрiя даних станiв.

2. Несиметризований базис можливо використову-
вати лише нижче абсолютно найнижчого порога роз-
валу в областi iстинно зв’язаних станiв, розрахунки
ж cильно антисиметризованих станiв у пiдходi без за-
даної симетрiї вище навiть забороненого з даною си-
метрiєю порога не можуть бути достовiрними i для

Т а б л и ц я 8. Порiвняння розрахованих енергети-
чних рiвнiв на несиметризованому базисi з розрахова-
ними на симетризованому базисi (з 1200 компонента-
ми) i найбiльш точними лiтературними даними з [12]

i −Ei симетр. (ss) −Ei(симетр.) −Ei[12])
0 1,161329 0,99966 1,163501 1,1640250300
1 1,132503 0,99876 1,141878 1,1450653676
2 1,093697 0,99696 1,119645 1,1271779152
3 1,053905 0,99238 1,091461 1,1103404429
4 1,017269 0,97868 1,064515 1,0945391187
5 0,999428 0,4991 1,03230 1,0797693217
6 0,994166 0,5689 1,005119 1,0660370737
7 0,989407 0,5711 0,999522 1,0533604890
8 0,9777 0,1943 0,9983 1,0417726950
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їх дослiдження необхiдно з самого початку задавати
перестановну симетрiю для тотожних частинок.

3. У всiх розглянутих випадках трьох та чотирьох
частинок спостерiгається природна перевага викори-
стання апрiорi симетризованих базисiв для розрахун-
кiв зв’язаних станiв, коли для досягнення заданої то-
чностi розрахункiв необхiдно використовувати кiль-
кiсть симетризованих базисних функцiй в декiлька
разiв менше.

4. Варiацiйнi розрахунки показали, що з покра-
щенням розрахункової точностi енергетичних рiвнiв
при розширеннi несиметризованих варiацiйних ба-
зисiв спостерiгається тимчасове порушення симетрiї
хвильових функцiй, особливо для не дуже великих
базисiв, хоча у середньому для значних базисiв точна
симетрiя вiдновлюється все надiйнiше.

5. Зi збiльшенням кiлькостi частинок i ускладнен-
ням квантових систем частинок можливостi отрима-
ння заданої високої точностi для енергiї та iнших ха-
рактеристик стають все бiльш проблематичними як,
насамперед, для несиметризованих, так i апрiорi пра-
вильно симетризованих базисiв.
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РАСЧЕТЫ СВЯЗАННЫХ СОСТОЯНИЙ
В СТОХАСТИЧЕСКОМ ВАРИАЦИОННОМ
МЕТОДЕ С НЕСИММЕТРИЗОВАННЫМИ БАЗИСАМИ

И.В. Сименог, Н.В. Кузьменко, В.М. Хряпа

Р е з ю м е

Изучены возможности установления свойств симметрии энер-
гетических состояний в системах трех и четырех частиц с ну-
левым угловым моментом в стохастических вариационных ра-
счетах без предварительной симметризации состояний по коор-
динатам тождественных частиц. Установлено, что в стохасти-
ческих вариационных расчетах энергетические спектры вклю-
чают уровни всех возможных симметрий для заданной систе-
мы, если это разрешено суперпозицией используемых базисов.
Предложены локальные и интегральные схемы установления
перестановочной симметрии в результате расчетов связанных
состояний. Показано, что для энергетических состояний кван-
товых систем нескольких частиц ниже самого нижнего поро-
га распада на подсистемы перестановочные симметрии (схемы
Юнга) могут быть установлены с высокой точностью. Состоя-
ния выше самого нижнего порога распада, даже если он запре-
щен, можно рассматривать лишь на базисах с заданной сим-
метрией.

BOUND-STATE CALCULATIONS IN THE FRAMEWORK
OF STOCHASTIC VARIATIONAL APPROACH
WITH NON-SYMMETRIZED BASES

I.V. Simenog, M.V. Kuzmenko, V.M. Khryapa

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(14-b Metrolohichna Str., Kyiv 03143, Ukraine)

S u m m a r y

In the framework of stochastic variational calculations and making

no preliminary symmetrization of the wave functions with respect

to identical particle coordinate permutations, the possibility of

determining the symmetry properties of three- and four-particle

energy states with zero angular momentum has been studied. The

stochastic variational calculations revealed that the energy spectra

obtained for the systems under consideration include the levels

with all possible symmetries, provided that it is allowed by the

superposition of applied bases. Local and integral schemes for

the determination of permutation symmetry using the results of

bound-state calculations have been proposed. It was found that

the permutation symmetries (the Young tableaux) of energy states

below the lowest breakup threshold can be determined with a high

precision for a few-particle system. At the same time, the states

above that threshold, even if the latter is prohibited, can be studied

only using properly symmetrized bases.
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