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Формалiзм теорiї збурень використано для обчислення попра-
вок до узагальнених колективних мод, викликаних слабкими
перехресними кореляцiями мiж тепловими та в’язкопружними
динамiчними процесами в простих та складних рiдинах. Збу-
довано загальне формулювання такої теорiї збурень до другого
порядку включно. Проведено її апробацiю на вiдомих найпро-
стiших динамiчних моделях рiдин та виконано аналiз отрима-
них результатiв порiвняно з точними результатами для цих мо-
делей. Показано, що результати теорiї збурень дозволяють за
вiдповiдних умов вiдтворити вiдомi результати для цих моде-
лей.

При вивченнi природи динамiчних процесiв у простих
та складних рiдинах важливим завданням є дослi-
дження їх колективної динамiки i знаходження спе-
ктрiв колективних мод, що характеризують основнi
типи колективних процесiв у системi. На гiдродина-
мiчному рiвнi опису за основу вибирають базис ди-
намiчних змiнних, що включає у себе густини всiх
консервативних величин, тобто густину числа части-
нок n̂k (парцiальнi густини складових n̂k,α у випадку
багатокомпонентної рiдини), густину потоку Ĵk та гу-
стину повної енергiї êk, якi у просторi фур’є-образiв
визначаються так:
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1
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N∑
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N∑
j=1
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Часова похiдна густини частинок пов’язана з густи-
ною потоку, а саме його проекцiю Ĵk на хвильовий
вектор k (поздовжня компонента):

˙̂nk = iLN n̂k =
ik
m

Ĵk =
ik

m
Ĵk.

Тут фiгурують rj – просторовi координати j-ї ча-
стинки, iмпульс pj = mṙj ; m, ej – маса та енергiя
частинки вiдповiдно, потенцiал парної взаємодiї Vjl,
а iLN – оператор Лiувiля N -частинкової для систе-
ми.

Як показують дослiдження, гiдродинамiчна мо-
дель часто виявляється недостатньою для коректно-
го опису рiдин [1–3] i не може пояснити деякi ре-
зультати експерименту та чисельних дослiджень. Це,
зокрема, стосується змiни швидкостi звуку в рiди-
нах та густих газах, а саме – спостереження яви-
ща швидкого звуку в [4–6], а також позитивної (або
негативної) дисперсiї звуку [7, 8]; появи пропага-
торних осциляцiйних мод в iонних системах [1] то-
що.

У цьому випадку бiльш адекватний опис реалiзу-
ється на розширених моделях, що крiм гiдродинамi-
чних змiнних включають до розгляду їх похiднi по
часу або вищi потоки, зокрема, похiдну потоку гу-
стини (парцiальних потокiв), густини енергiї i т. п.
Наприклад, термов’язкоеластична модель у простих
рiдинах будується на змiнних

{nk, ṅk, ek}+ {n̈k, ėk}
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або для багатокомпонентних рiдин маємо вiдповiд-
но:

{nk,α, Jk,α, ek}+ {J̇k,α, ėk}.

Водночас, при включеннi великої кiлькостi додатко-
вих динамiчних змiнних, система рiвнянь макродина-
мiки стає досить складною для аналiтичного розгля-
ду. Щоправда у деяких випадках можна знехтувати
перехресними кореляцiями, вважаючи їх слабкими.
Тодi складна динамiчна модель розпадається на де-
кiлька простiших, для яких неважко обчислити ана-
лiтично спектр власних колективних мод, i часто такi
моделi можуть доволi точно в певних дiапазонах хви-
льового числа описувати основнi процеси у системi.
Прикладом цьому можуть бути областi парцiальної
i когерентної динамiки [9], виявленi у бiнарних сумi-
шах.

Якщо перехреснi кореляцiї у певнiй областi хви-
льових векторiв i частот стають малими, то спрощенi
моделi, у яких ними нехтують, дозволяють зрозумi-
ти фiзичний механiзм формування мод i дають кори-
сну iнформацiю для iнтепретацiї експериментiв. Про-
те iнколи необхiдно враховувати також i поправки до
колективних мод, що виникатимуть при врахуваннi
слабких перехресних кореляцiй, зокрема, мiж енергi-
єю та парцiальними густинами, енергiєю та потоками
густин, потоком густини та потоком iмпульсу. Оскiль-
ки спектр колективних мод системи для спрощених
моделей – без урахування перехресних кореляцiй –
легко знайти аналiтично, то виникає iдея щодо роз-
витку та використання вiдповiдної теорiї збурень. На
iдейному рiвнi така задача є близькою до стацiонар-
ної теорiї збурень у квантовiй механiцi.

При цьому за точну незбурену задачу можна роз-
глядати задачу на колективнi моди для системи без
перехресних кореляцiй, для яких кiнетична матри-
ця складається з кiлькох менших за розмiром блокiв,
для кожного з яких можна незалежно шукати власнi
значення i власнi вектори. Очевидно, що власнi ве-
ктори рiзних блокiв незбуреної задачi будуть мiж со-
бою ортогональними. За збурення кiнетичної матрицi
вибирають матрицю такого ж порядку, що й вихiдна
кiнетична матриця, у якiй на мiсцях перехресть мiж
блоками стоятимуть вiдповiднi перехреснi корелято-
ри статичної чи динамiчної природи, якими в незбу-
ренiй матрицi нехтують, а всi iншi елементи будуть
нульовими.

Побудувати загальне формулювання такої теорiї
збурень, а також продемонструвати, як вона працює
у випадках деяких простих динамiчних моделей рi-
дин – є завданням цiєї роботи.

1. Узагальнена гiдродинамiчна матриця i
спектр колективних збуджень

Задача на обчислення спектра колективних збуджень
системи {zα(k)} у методi узагальнених колектив-
них мод зводиться до задачi на власнi значення та
власнi вектори узагальненої гiдродинамiчної (кiнети-
чної) матрицi T(k) [1, 2]:

T(k)X̂(k) = X̂(k)ẑ(k), (1)

яка мiстить два внески T(k) = −iΩ(k) + Φ̃(k, 0), де
iΩ(k) та Φ̃(k, z) є, вiдповiдно, частотна матриця та
матриця функцiй пам’ятi системи, ẑ(k) – дiагональ-
на матриця iз власних значень: zαβ(k) = δαβzα(k).
Частотну матрицю розраховують через статичнi рiв-
новажнi кореляцiйнi функцiї як

iΩ(k) = 〈iLPkP−k〉〈PkP−k〉−1.

У симетризованiй формi, про що буде докладно ска-
зано далi, вона є антиермiтовою, а отже, дає лише
уявнi внески у власнi значення zα(k), якi описують
характернi частоти пропагаторних осциляцiйних мод.
Матриця функцiй пам’ятi

Φ̃(k, z) = 〈(1− P)iLNPk×

×(z + (1− P)iLN )−1(1− P)iLNP−k〉〈PkP−k〉−1

у симетризованiй формi є ермiтовою i має лише дiй-
снi власнi значення, причому всi одного знака [10],
що забезпечує згасання часових кореляцiйних фун-
кцiй з часом. Тут Pk – це набiр базових динамi-
чних змiнних, який використовують для опису си-
стеми, 〈...〉 – рiвноважне статистичне усереднення,
P = 〈...P−k〉〈PkP−k〉−1Pk – це проекцiйний опе-
ратор Морi. Знайденi власнi значення zα(k) дають
спектр колективних мод системи, розрахований у ме-
жах певної динамiчної моделi, що визначається набо-
ром {Pk}, а вiдповiднi їм власнi вектори xα = {X̂i,α}
дають можливiсть розрахувати амплiтуди цих мод,
що описують внесок певної моди у часовi кореляцiйнi
функцiї (ЧКФ):

Fij(k, t) =
s∑

α=1

Gijα (k) exp(zα(k)t), (2)

де амплiтуди Gijα (k) шукаємо як

Gijα (k) =
s−1∑
l=0

X̂i,αX̂
−1
α,lFlj(k, 0). (3)

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2010. Т. 55, №11 1173



I.М. МРИГЛОД, В.М. КУПОРОВ

Якщо базис динамiчних змiнних Pk можна розбити
на пiдкласи, перехреснi кореляцiї мiж якими з певних
фiзичних мiркувань вважаються малими, то задача
на колективнi моди спрощується i може бути розв’я-
зана порiвняно просто аналiтично у нульовому набли-
женнi за цими кореляцiями. Елементи ж перехресних
кореляцiй, якi вважаємо малими i якi в нульовому
наближеннi не враховувалися, можна оцiнити далi за
допомогою теорiї збурень у першому, другому i т. д.
порядку за цими величинами.

Задача виглядає досить схожою на задачу стацiо-
нарної теорiї збурень у квантовiй механiцi, але якщо
проаналiзувати її уважнiше, то виявляються суттєвi
i принциповi вiдмiнностi. Перш за все – це неермiто-
вiсть узагальненої гiдродинамiчної матрицi, що веде
в загальному випадку до неортогональностi власних
векторiв, якi вiдповiдають рiзним власним значен-
ням. Зауважимо, що ортогональнiсть у квантовiй ме-
ханiцi вiдiграє надзвичайно важливу роль при побу-
довi формалiзму теорiї збурень. Тому для подальшої
роботи варто бiльш детально розглянути властивостi
узагальненої гiдродинамiчної матрицi. По-перше, для
спрощення при обчисленнях колективних мод можна
провести ортогоналiзацiю матрицi статичних кореля-
цiйних функцiй 〈PkP−k〉, привiвши її до дiагональної
форми. Така ортогоналiзацiя може бути проведена за
допомогою процедури Грама–Шмiдта й технiки про-
екцiйних операторiв [11].

По-друге, необхiдно забезпечити ортогональнiсть
власних векторiв, що вiдповiдають рiзним власним
значенням узагальненої гiдродинамiчної матрицi, а
також вирiшити питання з нормуванням власних ве-
кторiв, якi є функцiями k. Цього можна досягти
шляхом додаткової симетризацiї узагальненої гiдро-
динамiчної матрицi, що досягається перетворенням
Pα

k → Pα
k/〈Pα

kPα
k〉

1/2.
Для того щоб краще сформулювати загальну iдею

i схему побудови теорiї збурень для обчислення ко-
лективних мод, розглянемо простий приклад дина-
мiчної моделi рiдини, що описується набором дина-
мiчних змiнних, який включає у себе такi густини
локальних iнтегралiв руху, як густина числа части-
нок nk, її перша похiдна по часу (або густина пото-
ку) i часова похiдна густини потоку iмпульсу, тобто
{nk, ṅk, n̈k}. Якщо знехтувати перехресними в’язко-
пружними кореляцiями, то такий базис можна роз-
бити на два пiдкласи змiнних {nk, ṅk}+ {n̈k}, кожен
iз яких має свої незалежнi власнi значення i вiдповiд-
нi їм власнi вектори. Для такої моделi можна перейти
до симетризованого й ортогоналiзованого базису [12].
Тодi узагальнена гiдродинамiчна матриця матиме ви-

гляд

T0(k) =


0 icT k 0

icT k 0 0

0 0 ( c
2
∞
c2T
− 1) 1

τ

 . (4)

У цьому випадку легко знаходимо власнi значе-
ння, що вiдповiдають двом звуковим комплексно-
спряженим модам z

(0)
± = ±icT k i однiй релаксацiй-

нiй модi z(0)
3 = −( c

2
∞
c2T
− 1) 1

τ . Тут cT , c∞ – це iзо-
термiчна та високочастотна швидкостi звуку, а τ –
це кореляцiйний час для часової кореляцiйної фун-
кцiї густини. Iзотермiчна швидкiсть звуку cT визна-
чається з рiвностi c2T k

2 = 〈ṅkṅ−k〉〈nkn−k〉−1|k→0 =
(kBT/mSnn(0))k2, де Snn(k) = 〈nkn−k〉 – статичний
структурний фактор, який у границi k → 0 зв’яза-
ний iз стисливiстю системи; c2∞ – це так звана нульо-
ва або високочастотна швидкiсть звуку, яка враховує
лише пружнi ефекти (подiбно як у твердому тiлi) i ви-
значається як c2∞k2 = 〈n̈kn̈−k〉〈ṅkṅ−k〉−1|k→0. Власнi
вектори, що вiдповiдають цим модам, також неваж-
ко знайти i, нормуючи їх на 1, маємо x(0)

3 = (0, 0, 1),
x(0)
± = 1√

2
(∓1, 1, 0). Очевидно, що усi вони є взаємно-

ортогональнi, але тут для нас важлива, насамперед,
ортогональнiсть вектора x(0)

3 до iнших власних векто-
рiв. Як далi буде видно, вона є важливою для уза-
гальнення цього простого прикладу i послiдовної по-
будови теорiї збурень.

Якщо включити перехреснi кореляцiї, то узагаль-
нену гiдродинамiчну матрицю можна записати у ви-
глядi T(k) = T0(k) + δT(k), де матриця збурення в
симетризованому виглядi:

δT(k) =


0 0 0

0 0 ik
√
c2∞ − c2T

0 −ik
√
c2∞ − c2T 0

 (5)

мiстить вираз
√
c2∞ − c2T , який можна вважати малим

при близьких значеннях c∞ та cT . При цьому виникає
типова задача теорiї збурень у матричнiй формi.

2. Загальне формулювання теорiї збурень

Таким чином, загальна постановка задачi є такою:
нас цiкавить спектр власних значень та власнi ве-
ктори узагальненої гiдродинамiчної матрицi, яка мо-
же бути записана у виглядi суми двох доданкiв T =
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T0 + λδT, де T0 – матриця без врахування перехре-
сних кореляцiй, а λ – деякий формальний параметр,
який вважається малим. Тодi задача на спектр вла-
сних значень i власних векторiв для матрицi T0 може
бути розв’язана порiвняно легко, а δT – це матриця
перехресних кореляцiй, якi є малими i можуть бути
врахованi при обчисленнi спектра власних значень та
власних векторiв матрицi T за допомогою теорiї збу-
рень.

Отже, вважаючи перехреснi кореляцiї мiж певними
змiнними малими, поправки до власних мод та вiдпо-
вiдних їм власних векторiв можна шукати у виглядi
розкладу теорiї збурень:

zα = z(0)
α + λδz(1)

α + λ2δz(2)
α + . . . ,

xα = x(0)
α + λδx(1)

α + λ2δx(2)
α + . . . .

Усi цi розклади можемо пiдставити у матричне рiв-
няння (1) i з урахуванням

T0(k)X̂(0)(k) = X̂(0)(k)ẑ(0)(k)

прирiвняти вирази одного порядку малостi у лiвiй
та правiй частинi цього рiвняння. Отримаємо ланцю-
жок лiнiйних рiвнянь, подiбно як у випадку стацiо-
нарної теорiї збурень у квантовiй механiцi, що до-
зволяє знайти поправки до власних значень i вла-
сних векторiв, якi викликанi збуренням. Нагадаємо,
що у процесi знаходження розв’язку у квантовiй ме-
ханiцi важливим є те, що незбуренi власнi вектори,
якi вiдповiдають рiзним власним значенням опера-
тора гамiльтона, є ортогональними, оскiльки гамiль-
тонiан є ермiтовим. У випадку ж узагальненої гi-
дродинамiчної матрицi таке твердження не є спра-
ведливим. Однак важливо, що для деяких власних
векторiв умову ортогональностi буде виконано напев-
не, оскiльки у цьому класi задач базис динамiчних
змiнних можна умовно розбити на незалежнi пiдкла-
си: {Pk} = {Pµ

k,P
ν
k}, перехреснi кореляцiї мiж якими

не враховуються в нульовому наближеннi. Так, у роз-
глянутому ранiше прикладi такими незалежними пiд-
класами є Pµ

k = {nk, ṅk}, Pν
k = n̈k. Кожен з цих пiд-

класiв дає незалежний блок матрицi, свої незалежнi
власнi значення i вiдповiднi їм власнi вектори. При-
чому цiлком очевидно, що власнi вектори x(0)

α для рi-
зних пiдкласiв будуть ортогональними, оскiльки ма-
тимуть структуру x(0)

α = {x1,α, . . . , xµ,α; 0, . . . 0} при
α = 1, . . . , µ i x(0)

α = {0, . . . , 0;xµ+1,α, . . . , xµ+ν,α} при
α = µ+1, . . . , µ+ν. Скалярний добуток таких векторiв
можна означити як (xαxβ) =

∑
i

x∗i,αxi,β , i довiльна

матриця A у представленнi власних векторiв матрицi
T(0) визначається як Āαβ = (xαAxβ) =

∑
i,j

x∗i,αAijxj,β .

Очевидно, матриця перехресних кореляцiй δT у тако-
му представленнi завжди матиме нульову дiагональ
δT̄αα = 0, i навiть бiльше того: вiдмiнними вiд нуля у
нiй будуть лише тi δT̄αβ , для яких α i β вiдповiдають
рiзним пiдкласам. Також варто визначити спряжену
матрицю T̄ ∗αβ =

∑
i,j

x∗i,βTijxj,α. Повертаючись до наве-

деного вище прикладу, вiдзначимо, що там вiдмiнни-
ми вiд нуля є лише δT̄3α та δT̄α3, α = 1, 2(+,−).

Отже, пiдставляючи розклади теорiї збурень у рiв-
няння (1), i зберiгаючи члени до другого порядку
включно, маємо

T0(k)x(0)
α (k) = x(0)

α (k)ẑ(0)
α (k), (6)

δT(k)x(0)
α (k) + T0(k)δx(1)

α =

= x(0)
α (k)δẑ(1)

α (k) + δx(1)
α (k)ẑ(0)

α (k), (7)

δT(k)δx(1)
α (k) + T0(k)δx(2)

α =

= δx(1)
α (k)δẑ(1)

α (k) + δx(2)
α (k)ẑ(0)

α (k) + δx(0)
α (k)ẑ(2)

α (k).
(8)

Оскiльки δx(1)
α без додаткових умов з (7) визнача-

ється неоднозначно, то можна додатково накласти
умову нормування (xαx

(0)
α ) = 1, а у випадку нормува-

ння на одиницю незбурених власних векторiв це при-
водить до того, що (x(0)

α δx(1)
α ) = 0, (x(0)

α δx(2)
α ) = 0. До-

множуючи рiвняння (7) на x(0)
α i враховуючи сказане

вище, бачимо, що усi першi поправки до мод δz(1)
α = 0.

Поправку першого порядку до власних векторiв буде-
мо шукати у виглядi δx(1)

α =
∑
γ
aαγx

(0)
γ , де aαγ – невi-

домi коефiцiєнти першого порядку малостi. Пiдстав-
ляючи цей розклад у (7) та домножуючи його злiва
скалярно на фiксоване x(0)

β з iншого пiдкласу, неваж-

ко показати, що δT̄αβ = aβα(z(0)
β −z

(0)
α ), а звiдси маємо

вираз для першої поправки до власних векторiв:

δx(1)
α =

∑
β/

δT̄βα

z
(0)
α − z(0)

β

x(0)
β . (9)

Проводячи подiбнi операцiї з рiвнянням (8), можемо
знайти другу поправку до власних значень:

δz(2)
α =

∑
β/

δT̄ ∗αβδT̄βα

z
(0)
α − z(0)

β

. (10)
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Тут β/ означає, що пiдсумовування проводиться по
β з iншого пiдкласу, нiж α. Умовою справедливо-
стi такої теорiї збурень є, очевидно, вимога |δT̄αβ | �
|z(0)
α − z(0)

β |.

3. Найпростiшi приклади застосування

Для iлюстрацiї сформульованого формалiзму розгля-
немо з його допомогою декiлька простих прикладiв,
що вiдповiдають вiдомим динамiчним моделям для
простої рiдини, для яких вiдомi аналiтичнi розв’яз-
ки.

3.1. Гiдродинамiчна модель

Гiдродинамiчну модель задають базисом змiнних
{nk, ṅk, hk}, де густина ентальпiї hk = ek −
〈ekn−k〉〈nkn−k〉−1nk виникає замiсть густини енергiї
ek внаслiдок ортогоналiзацiї базису густин консерва-
тивних змiнних. Симетризована гiдродинамiчна ма-
триця в границi малих k матиме вигляд

T(k) =


0 icT k 0

icT k Dlk
2 φṅh − iωṅh

0 φhṅ − iωhṅ Dhk
2

 , (11)

де елементи матрицi, що вiдповiдають термов’яз-
ким перехресним кореляцiям, включають як статичнi
корелятори (через елементи частотної матрицi ωṅh,
ωhṅ), так i динамiчнi внески, що враховуються через
елементи функцiй пам’ятi φhṅ, φṅh, аналiтичнi вирази
для яких вiдомi [2]. У симетризованому виглядi мо-
жна записати φhṅ = −φṅh = −ik2ξ(k, 0)/

√
TCVm та

iωṅh = −iωhṅ = ik(αP /κT )
√
TV /ρCV , де фiгурують

граничнi значення при k → 0 узагальнених iзотермi-
чної стисливостi κT , коефiцiєнта лiнiйного теплового
розширення αP та теплоємностi CV ; негiдродинамi-
чний коефiцiєнт переносу, так звана теплова в’язкiсть
ξ(k, 0) |k→0 → 0; ρ – масова густина, T – термодина-
мiчна температура.

У нульовому наближеннi часто можна знехтувати
перехресними кореляцiями теплової густини з густи-
ною числа частинок та її потоком, розбиваючи ма-
трицю (11) на два доданки:

T(k) = T0(k) + δT(k),

де

δT(k) =


0 0 0

0 0 φṅh − iωṅh

0 φhṅ − iωhṅ 0

 . (12)

Узагальненi колективнi моди моделi з матрицею
T0(k) без перехресних кореляцiй з точнiстю до k2 бу-
дуть мати вигляд

z
(0)
± = −Dlk

2/2± icT k, z
(0)
3 = −Dhk

2. (13)

Тут Dh = (V/CV )λ, де CV , λ – граничнi значення
узагальненої теплоємностi CV (k) та узагальненої те-
плопровiдностi λ(k, z) при k → 0, z = 0, а Dl – це
коефiцiєнт поздовжньої в’язкостi.

Легко знаходимо власнi вектори незбуреної зада-
чi, нормованi на одиницю: x(0)

h = (0, 0, 1), x(0)
± =

(1/
√

2)(±1, 1, 0).
На наступному етапi перехреснi кореляцiї можна

включити, використовуючи теорiю збурень. Очеви-
дно, що iз матричних елементiв δT̄αβ вiдмiнними вiд
нуля будуть лише δT̄3α та δT̄α3 при α = 1, 2(+,−).

Поправки другого порядку до мод згiдно з (10) шу-
каємо як

δz
(2)
3 =

2∑
α=1

δT̄ ∗3αδT̄α3

z
(0)
3 − z(0)

α

,

δz(2)
α =

δT̄ ∗α3δT̄3α

z
(0)
α − z(0)

3

, α = 1, 2(+,−). (14)

Шукаючи з точнiстю до k2 добуток δT̄3αδT̄α3, має-
мо

δT̄3αδT̄α3 = −k2

(
αP
κT

)2
TV

2ρCV
. (15)

Пiдставляючи (15) в (14) та враховуючи значення
z
(0)
α , знаходимо поправки до власних значень у дру-

гому порядку теорiї збурень:

δz
(2)
3 = − V 2Tλ

2ρC2
V c

2
T

(
αP
κT

)2

k2, (16)

δz
(2)
± = − V 2Tλ

2ρC2
V c

2
T

(
αP
κT

)2

k2 ± i
(
αP
κT

)2
TV

2ρCV c2T
cT k,

(17)
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а отже:

z3 ' z(0)
3 + δz

(2)
3 = −V λ

CV

(
1 +

V T

2ρCV c2T

(
αP
κT

)2
)
k2,

(18)

z± ' z(0)
± + δz

(2)
± = −

(
Dl

2
+

V 2Tλ

2ρC2
V c

2
T

(
αP
κT

)2
)
k2±

±icT k

(
1 +

(
αP
κT

)2
TV

2ρCV c2T

)
. (19)

Бачимо, що для звукових збурень i теплової рела-
ксацiйної моди поправка перенормовує коефiцiєнти
згасання ∼ k2. Крiм цього, для звукових мод пере-
нормовується швидкiсть звуку. Також неважко бачи-
ти, що в усiх виразах фiгурує величина (αP /κT ), яка
вiдiграє фактично роль малого параметра теорiї збу-
рень. Якщо згадати вираз для узагальненої iзотермi-
чної стисливостi 1/κT (k) = nkBT/Snn(k) i порiвняти
його з вищезгаданим виразом для iзотермiчної швид-
костi звуку, то бачимо – мiж ними є простий зв’язок
1/κT = c2T /ρ, ρ = nm. Це дає можливiсть переписа-
ти другий доданок у (17) i отримати явно множник
перенормування швидкостi звуку в (19) у добре вi-
домiй формi γ = 1 + TV α2

P /κTCV . Тобто врахуван-
ня перехресних кореляцiй мiж флуктуацiями енергiї
i густини приводить до перенормування iзотермiчної
швидкостi звуку в адiабатичну cs = cT

√
γ. При цьому

нами використано спiввiдношення
√

1 + x ≈ 1 + x/2,
що справедливе при малих x. Це означає, що теорiя
збурень для гiдродинамiчної моделi дає стандартний
вигляд для звукових мод з адiабатичною швидкiстю
звуку:

z± ' z(0)
± + δz

(2)
± = −Γk2 ± icsk, (20)

де коефiцiєнт затухання звуку 2Γ = Dl + (γ −
1)(V/CV )λ, а формальним параметром малостi в тео-
рiї збурень у цьому випадку виступає величина γ−1 =
(c2s − c2T )/c2T .

Якщо продовжити в гiдродинамiчних модах роз-
клад за хвильовим числом до k3, враховуючи
в (13) поправку до швидкостi звуку c(k) =
cT
√

1− (D2
l /4c

2
T )k2, одержимо

z± ' z(0)
± + δz

(2)
± = −Γk2 ± icsk

√
1−

D2
l

4c2T
k2. (21)

Щодо коефiцiєнтiв загасання, то, дивлячись на ви-
рази (18), (19), спостерiгаємо перенормування по-
здовжньої в’язкостi i коефiцiєнта загасання звуку та
теплопровiдностi у виразах для вiдповiдних мод, що
спричинено включенням термов’язких кореляцiй.

3.2. В’язкоеластична модель

Цю динамiчну модель будують на базових змiнних,
що включають для простих рiдин: парцiальну густи-
ну числа частинок та двi її першi похiднi по часу
{nk, ṅk, n̈k}. Змiнна n̈k описує змiну потоку iмпульсу,
а отже, враховує пружнi ефекти. Реально таку мо-
дель можна використати для опису систем, де ефекти
теплового розширення несуттєвi, наприклад, у випад-
ку деяких рiдких металiв. Ортогоналiзацiя приводить
до фiзично еквiвалентного базису {nk, ṅk, n3,k}, де
n3,k = n̈k − 〈n̈kn−k〉〈nkn−k〉−1nk. Формально ця мо-
дель є подiбною до попередньої, оскiльки першi двi
змiннi будуть тi ж самi, а густина енергiї замiнюється
на густину тензора напружень, кореляцiями якого з
двома iншими змiнними в нульовому наближеннi те-
орiї збурень можна знехтувати. Отже, елементи кiне-
тичної матрицi, якi вiдповiдають кореляцiям з n3 або
n̈, будемо вважати малими. Формально подальший
розгляд системи зводиться до термов’язкої замiною
h на n3.

Вiдмiнностi виникнуть у значеннях головних та пе-
рехресних елементiв частотної матрицi та матрицi
функцiй пам’ятi. Незбурена модель у симетризовано-
му базисi даватиме узагальнену кiнетичну матрицю
(4).

Незбуренi власнi значення будуть z
(0)
± = ±icT k,

z
(0)
3 = ( c

2
∞
c2T
− 1)/τ , тобто двi спряженi звуковi та

релаксацiйна, що вiдповiдає в’язкоеластичнiй рела-
ксацiї Максвелла [13], а вiдповiднi їм власнi векто-
ри x(0)

3 = (0, 0, 1), x(0)
± = 1√

2
(∓1, 1, 0). Симетризовану

матрицю перехресних кореляцiй задано виразом (5).
Таким чином, маємо

δT̄3αδT̄α3 = −1
2
k2(c2∞ − c2T ), (22)

а поправки до власних значень при довiльному τ бу-
дуть:

δz
(2)
3 = −c2T k2τ

(c2∞/c
2
T − 1)2

(c2∞/c2T − 1)2 + c2T k
2τ2

, (23)

δz
(2)
± =

−c2T k2τ(c2∞/c
2
T − 1)2 ± icT τ2(c2∞ − c2T )k3

2[(c2∞/c2T − 1)2 + c2T k
2τ2]

. (24)
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Кореляцiйний час τ для часової кореляцiйної фун-
кцiї густини враховує як тепловi, так i в’язкi ефекти i
вираз для нього випливає iз спiввiдношення Ландау–
Плачека для динамiчного структурного фактора про-
стої рiдини [13, 14], що мiстить як тепловий внесок
∼ k2, так i в’язкоеластичний.

Тому далi доцiльно розглянути окремо випадки, ко-
ли тепловi ефекти (γ 6= 1) враховуються чи коли ни-
ми можна нехтувати порiвняно з в’язкими (γ = 1).
У першому випадку для τ маємо гiдродинамiчну по-
ведiнку τ ∼ k−2, отже, й вiдмiнна вiд нуля функцiя
пам’ятi φ2 = ( c

2
∞
c2T
− 1) 1

τ ∼ k
2 буде вести себе так, як i

в гiдродинамiчнiй моделi. У другому випадку гiдро-
динамiчний внесок у кореляцiйний час мiстить вели-
чину γ− 1 ≈ 0, яка зникає при нехтуваннi тепловими
флуктуацiями, а отже, слiд враховувати наступний
внесок, пов’язаний з поздовжньою в’язкiстю Dl, а са-
ме τ |k→0 → Dl/c

2
T .

Зупинимось спершу докладнiше на випадку γ 6= 1,
коли враховуються неявно тепловi процеси, а коре-
ляцiйний час визначений зi спiввiдношення Ландау–
Плачека:

τ =
γ − 1
γ

(
V λ

CV
k2

)−1

,

тобто τ ∼ k−2. Позначивши (c2∞/c
2
T − 1)(1/τ) ≡ dk2 i

враховуючи z(0)
3 = −dk2, маємо

z3 ' z(0)
3 + δz

(2)
3 = −dk2

(
1− c2∞ − c2T

c2T

)
, (25)

z± ' z(0)
± + δz

(2)
± = −d(c

2
∞ − c2T )
2c2T

k2±

±icT k
(

1 +
c2∞ − c2T

2c2T

)
. (26)

Тут, як бачимо, формальним параметром теорiї збу-
рень виступає рiзниця iзотермiчної та нульової швид-
костi звуку (c2∞ − c2T )/c2T . Знову, використовуючи ви-
раз 1 + x/2 ≈

√
1 + x, одержуємо в (26) 1 + (c2∞ −

c2T )/2c2T ≈ c∞/cT , тобто має мiсце перенормуван-
ня швидкостi звуку з iзотермiчної у високочастотну
cT → c∞. Як вiдомо, c∞ > cs > cT . Варто вiдзначити,
що точний розв’язок для випадку τ ∼ k−2 дає зву-
ковi моди саме з високочастотною швидкiстю звуку
z± = ±ikc∞ +Dk2. Така ситуацiя властива рiдинам,
де для звуку високої частоти (звiдси й назва “висо-
кочастотна”) рiдина веде себе як пружне середови-
ще подiбно до твердого тiла (випадок малостисливих

рiдин, наприклад, рiдких металiв). Це пояснює ефе-
ктивне збiльшення швидкостi звуку в рiдинах як ре-
зультат пружного механiзму поширення звуку.

Однак фiзично коректнiшим для цiєї моделi буде
випадок, де цiлком виключенi тепловi ефекти, тобто
γ = 1, i домiнуючими вважають в’язкi процеси [12].
У такому випадку кореляцiйний час τ =const є скiн-
ченним навiть у гiдродинамiчнiй границi, i виникає
незбурена релаксацiйна мода зi скiнченим часом жи-
ття z

(0)
3 = (c2∞/c

2
T − 1)(1/τ) ≡ d0 =const, а поправки

(23), (24) при малих k будуть залежати вiд спiввiдно-
шення величин, що фiгурують у знаменнику, а саме
k та характерного значення k1 = (c2∞/c

2
T − 1)/c3T τ =

(c2∞ − c2T )/cTDl, де враховано, що τ |k→0 → Dl/c
2
T .

Якщо k � k1, то поправки до коефiцiєнтiв затуха-
ння будуть близько k2 [12]:

δz
(2)
3 = −c2T τk2 = −Dlk

2,

Re (δz(2)
± ) = −c2T τk2/2 = −Dlk

2/2.

Бiльш цiкавими є поправки до уявних частин коле-
ктивних мод, що дають змiну до закону дисперсiї.
Так, формально переходячи в (24) до гiдродинамi-
чної границi i зберiгаючи доданки ∼ k3, отримуємо
квадратичну поправку до швидкостi звуку [12]:

δc(2) = cT (Dl/d0)k2 = cT
D2
l

2(c2∞ − c2T )
k2 ≡ cTβk2. (27)

Отже, маємо позитивну поправку до лiнiйної дис-
персiї, що викликана в’язкими процесами, яка на-
справдi спостерiгається на експериментi, про що зга-
дується в лiтературi [8]. Якiсно цей результат по-
яснює реальну поведiнку дисперсiйної залежностi.

При k ∼ k1 ситуацiя буде iншою. Поправки до ко-
ефiцiєнтiв згасання згiдно з (23), (24) вестимуть себе
складнiше, а саме як adk2/(d+ ak2), а позитивна по-
правка до дисперсiї матиме вигляд bk3/(d+ ak2).

Для в’язкоеластичної моделi можна знайти точний
розв’язок задачi на власнi значення у гiдродинамiчнiй
границi, шукаючи його у виглядi розкладу z(k) =
d0 + ick + dk2 + bk3 + . . . . Оскiльки у матрицi T(k)
перший степiнь k входить лише з уявною одиницею,
усi внески непарних степенiв, зокрема першого i тре-
тього, будуть уявними. Так, обчислюючи спектр мод
системи для випадку τ = const = Dl/c

2
T з точнiстю

до k3, знаходимо

z± = −Dlk
2/2± icT k(1 + βk2),
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z3 = −c
2
∞ − c2T
Dl

+Dlk
2, (28)

що не суперечить розв’язку з поправками до теорiї
збурень (23), (24). Поправку до швидкостi звуку ∼ k2

можна отримати, продовжуючи розклад z(k) до k3

i видiляючи уявну частину вiдповiдного внеску. То-
чний результат дає

β =
D2
l

8
5− c2∞/c2T
c2∞ − c2T

=
D2
l

2(c2∞ − c2T )
+
D2
l (1− c2∞/c2T )
8(c2∞ − c2T )

,

(29)

де перший доданок збiгається з поправкою теорiї збу-
рень (27), що отримуємо iз загального виразу (17), а
другий ∼ c2∞/c2T−1 дає врахування продовження роз-
кладу z(k) до k3 (див. вираз (21) та текст перед ним)
та використання вiдомого розкладу

√
1 + x ' 1+x/2.

Крiм позитивної дисперсiї швидкостi звуку, вiдзна-
чимо появу в релаксацiйних модах доданкiв ∼ Dlk

2,
як i в гiдродинамiчнiй моделi.

3.3. Термов’язкоеластична модель

Таку модель можна розглядати як узагальнення двох
попереднiх i будувати на базисi динамiчних змiн-
них {nk, ṅk, n̈k} + {hk} або {nk, ṅk, n3,k} + {hk}, де
крiм в’язкопружних процесiв враховано також тепло-
вi ефекти, кореляцiї яких можна вважати малими i
розглядати як збурення. Отже, за незбурену модель
вибираємо {nk, ṅk, n3,k}, i будемо включати як збуре-
ння перехреснi кореляцiї енергiї hk з iншими змiнни-
ми.

Узагальнена гiдродинамiчна матриця без перехре-
сних кореляцiй для такої моделi в симетризованому
базисi матиме вигляд

T0(k) =

=



0 icT k 0 0

icT k 0 −ik
√
c2∞ − c2T 0

0 ik
√
c2∞ − c2T (

c2∞
c2

T
− 1) 1

τ
0

0 0 0 V
CV

λk2


, (30)

а термов’язкi перехреснi кореляцiї розглянуто як збу-
рення

δT(k) =



0 0 0 0

0 0 0 −iωṅh

0 0 0 φ3h

0 −iωhṅ φh3 0


, (31)

де кореляцiйний час τ , на вiдмiну вiд попереднього
випадку, залишається скiнченним у границi k → 0
навiть при γ 6= 1 i прямує в гiдродинамiчнiй границi
до Dl/c

2
T , а φh3, φ3h – це функцiї пам’ятi, побудованi

на змiнних h та n3.
За стартовi умови приймемо, що c2∞ − c2T не мале

i в гiдродинамiчнiй границi k � k1. Використовуючи
точний розв’язок для в’язкоеластичної моделi (28) у
гiдродинамiчнiй границi, маємо для незбуреної моде-
лi (30) такi власнi значення:

z
(0)
± = −Dlk

2/2± icT k(1 + βk2),

z
(0)
3 = −c

2
∞ − c2T
Dl

+Dlk
2,

z
(0)
4 = − V

CV
λk2, (32)

де β визначається з (29).
Для “незбурених” власних векторiв, нормованих на

одиницю, маємо x(0)
± = (1/

√
2){±1, 1, 0, 0}, x(0)

3 =
{0, 0, 1, 0}, x(0)

4 = {0, 0, 0, 1}.
Матриця перехресних кореляцiй у симетризовано-

му базисi матиме вiдмiннi вiд нуля елементи на вiд-
повiдних перехресно-кореляцiйних позицiях.

Малим параметром теорiї збурень є зно-
ву ж таки αP /κT або ж характерна величина
(α2
PTV )/(κTCV ) = γ − 1. Обчислимо поправки

до власних мод системи, викликанi включенням
перехресних кореляцiй (31) за допомогою отриманих
вище виразiв теорiї збурень (10). Маємо

δT̄4±δT̄±4 = − α
2
PTV

2κTCV
c2T k

2, δT̄43δT̄34 = φh3φ3h ∼ k4,

оскiльки симетризованi φh3, φ3h пропорцiйнi k2. Далi,
використовуючи вираз (10) та точнi моди (32), може-
мо отримати поправки до звукових та теплової мод:

z± = −Dlk
2/2− α2

PTV ((V/CV )λ+Dl/2)
2κTCV

k2±
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±icT (1 + βk2)
(

1 +
α2
PTV

2κTCV

)
k, (33)

z4 = − V

CV
λk2

(
1− α2

PTV

κTCV

)
− α2

PTV

κTCV
Dlk

2, (34)

тобто знову спостерiгаємо перенормування iзотермi-
чної швидкостi в адiабатичну cs = cT

√
γ, якщо вико-

ристати 1+x/2 ≈
√

1 + x, перенормування коефiцiєн-
тiв затухання i замiною виразу c2T τk

2/2 на c2sτk2/2, та
перенормування теплоємностi в CP = γCV , якщо вра-
хувати (1+x)−1 ≈ 1−x при малих x. У цьому випадку
можемо стверджувати, що кореляцiйний час перенор-
мовується в τk→0 → Dl/c

2
s. Що стосується поправки

до z3, то в гiдродинамiчнiй границi вона буде пропор-
цiйна k4. Зауважимо, що z

(0)
3 = const 6= 0 в границi

k → 0, що типово для збуджень кiнетичного типу. До
теплової моди z(0)

4 отримуємо поправку, пропорцiйну
до k2, що означає перенормування теплопровiдностi,
яке спричинене взаємними кореляцiями теплових та
в’язкоеластичних процесiв.

Отже, остаточно маємо

z± = −Dlk
2/2− (γ − 1)

V

CV
λk2 ± i(cs + δc(2)s )k

z3 = −c
2
∞ − c2s
Dl

+D2
l k

2

z4 = − V

CP
λk2 − (γ − 1)Dlk

2. (35)

Як бачимо, виникає квадратична позитивна диспер-
сiя адiабатичної швидкостi звуку, що викликана в’яз-
коеластичною поправкою (29), i враховуючи перенор-
мування швидкостi звуку в адiабатичну, маємо ква-
дратичну поправку у формi

δcs = cs
D2
l

8
5− c2∞/c2T
c2∞ − c2T

k2, (36)

що дає позитивну дисперсiю адiабатичної швидкостi
звуку.

Очевидно, для бiльш точного розв’язку варто роз-
глядати термов’язкоеластичну модель з включенням
ще й термоеластичних кореляцiй n̈−h, а також коре-
ляцiй з потоком ентальпiї ḣ, тобто стартувати вже з
п’ятизмiнної моделi [15]. Це розширить i ускладнить
опис, оскiльки при цьому включаться ефекти термо-
дифузiї та теплової пружностi.

4. Висновки

Таким чином, для обчислення поправок до узагаль-
нених колективних мод, що спричиняються перехре-
сними кореляцiями мiж динамiчними процесами рi-
зної природи, можна використовувати теорiю збу-
рень. Нами запропоновано загальний формалiзм та-
кого пiдходу у динамiчнiй теорiї рiдин. Отримано
загальнi вирази до другого порядку теорiї збурень
включно.

Показано, що, незважаючи на формальну схожiсть
побудованого формалiзму до стацiонарної теорiї збу-
рень у квантовiй механiцi, така теорiя збурень має де-
якi принциповi вiдмiнностi. Так, по-перше, на вiдмi-
ну вiд квантово-механiчної теорiї, де ортогональнiсть
власних векторiв забезпечується ермiтовiстю гамiль-
тонiана, власнi вектори незбуреної кiнетичної матри-
цi в загальному випадку не є ортогональними. По-
друге, специфiка структури узагальненої гiдродина-
мiчної матрицi приводить до певних особливостей у
розрахунку незбурених власних векторiв, внаслiдок
чого перша поправка теорiї збурень до колективних
мод системи буде нульовою, а першi нетривiальнi по-
правки будуть виникати лише у другому порядку.

Проведено апробацiю такої теорiї збурень для най-
простiших динамiчних моделей простої рiдини. Пока-
зано, що отриманi у такий спосiб результати правиль-
но описують ефекти перенормування швидкостi зву-
ку та коефiцiєнтiв згасання в гiдродинамiчнiй грани-
цi, а наближенi аналiтичнi вирази зведено до вiдомих
результатiв при пiдсумовуваннi вiдповiдних рядiв те-
орiї збурень.

Отриманi результати дають пiдстави вважати, що
є добрi перспективи у напрямку використання теорiї
збурення у запропонованiй нами схемi при вивченнi
бiльш складних моделей, зокрема, у випадку багато-
компонентних рiдин.
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ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ДЛЯ КОЛЛЕКТИВНЫХ МОД
В ДИНАМИКЕ ПРОСТЫХ И СЛОЖНЫХ ЖИДКОСТЕЙ

И.М. Мриглод, В.М. Купоров

Р е з ю м е

Формализм теории возмущений используется для вычисления
поправок к обобщенным коллективным модам, вызванных сла-

быми перекрестными корреляциями между тепловыми и вяз-
коупругими динамическими процессами в простых и сло-
жных жидкостях. Построена общая формулировка такой те-
ории возмущений до второго порядка включительно. Про-
ведена её апробация на известных простейших динамиче-
ских моделях жидкостей и выполнен анализ результатов по
сравнению с точными результатами для этих моделей. По-
казано, что результаты теории возмущений разрешают при
соответственных условиях отобразить известные результаты
для этих моделей.

PERTURBATION THEORY FOR COLLECTIVE MODES
IN THE DYNAMICS OF SIMPLE AND COMPLEX LIQUIDS
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Institute for Condensed Matter Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(1, Swentsytskyi Str., Lviv 79011, Ukraine;
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S u m m a r y

The perturbation theory formalism is used to calculate the cor-

rections to the generalized collective modes caused by weak cross

correlations between thermal and viscoelastic dynamic processes

in simple and complex liquids. The general formulation of this

perturbation theory up to the second order of magnitude inclusive

is performed. The theory is tested by the example of the simplest

dynamic models of liquids, and the obtained results are analyzed as

compared with the accurate solutions for these models. It is shown

that, under appropriate conditions, the results of perturbation

theory allow one to reproduce the known solutions for these mo-

dels.
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