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Розглянуто задачу визначення параметрiв стацiонарного жев-
рiючого розряду в загальнiй постановцi. Зв’язана система не-
лiнiйних рiвнянь включає рiвняння балансу з урахуванням ди-
фузiйних процесiв для електронiв та iонiв, а також рiвняння
Пуассона для електричного потенцiалу. Нелiнiйна гранична за-
дача розв’язується модифiкованим методом продовження за
параметром. Особливу увагу придiлено дослiдженню впливу
дифузiйних процесiв, а також залежностi розв’язку вiд ста-
лих першого коефiцiєнта Таунсенда на характеристики розря-
ду. Електронна температура вважається сталою.

1. Вступ

Теорiя газонаповненого дiода є однiєю з основополо-
жних у фiзицi газового розряду та низькотемператур-
ної плазми [1, 2]. Разом з тим жеврiючi розряди зна-
ходять широке застосування в рiзноманiтних техно-
логiчних процесах, пов’язаних з модифiкацiєю повер-
хонь деталей та елементiв конструкцiй. Вони мають
незаперечну перевагу щодо можливостi максимальної
локалiзацiї технологiчної дiї розряду в аномальному
режимi на поверхнi металевого виробу, що обробляє-
ться. Це досягається шляхом використання останньо-
го у ролi катода жеврiючого аномального розряду.
Ефективнiсть технологiчного впливу досягається при
цьому локально за рахунок формування областi при-
катодного падiння потенцiалу мiж плазмою й обро-
блюваним виробом [3].

Вважають [4, 5], що роль процесiв дифузiї в жеврi-
ючому розрядi стає iстотною при тисках 1 Торр i мен-
ших. Ця область тискiв є характерною для процесiв
поверхневої модифiкацiї поверхонь (0,1–1 Торр в [6]).
Проте дослiдження дифузiйних процесiв на основi чи-
сельного моделювання пов’язане з характерною ме-

тодичною проблемою, зумовленою так званою “сiтко-
вою дифузiєю”, що виникає при застосуваннi сiтково-
рiзницевих методiв, якi дещо спотворюють характер
фiзичних процесiв [4, 5, 7]. Саме тому автором у по-
переднiй роботi [8] для знаходження стацiонарного
розв’язку задачi у сферичнiй областi було вибрано
метод зведення лiнеаризованої граничної задачi до
системи задач Кошi, що дозволило значно мiнiмiзува-
ти вищезгадану проблему. Недолiком представлено-
го в роботi [8] пiдходу був спосiб врахування впливу
дифузiйних процесiв, коли їх вплив розраховували у
виглядi збурень бездифузiйного розв’язку, що накла-
дало значнi обмеження на величину густини струму
та на довжину розрядного промiжку.

У пропонованiй роботi в розвиток коротких повi-
домлень [9,10] обґрунтовується використання для мо-
делювання жеврiючого розряду модифiкованого ме-
тоду продовження по параметру, який позбавлений
подiбних недолiкiв i дозволяє розв’язувати однови-
мiрнi граничнi задачi розрахунку параметрiв плазми
в найбiльш загальнiй постановцi. На основi представ-
леного пiдходу детально дослiджено дифузiйнi проце-
си в азотнiй та аргоновiй плазмi жеврiючого розряду
сферичної форми. Саме цi гази широко використову-
ються в технологiчних процесах модифiкацiї поверх-
нi.

2. Постановка задачi та метод розв’язку

Вважаємо, маючи на метi моделювати один iз ре-
жимiв експериментальних дослiджень [6], що розряд
пiдтримується мiж двома концентрично вкладеними
сферами, причому поверхня внутрiшньої сфери є ка-
тодом, а зовнiшньої – анодом. У сферичнiй системi
координат рiвняння балансу для концентрацiї заря-
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джених частинок та рiвняння Пуассона з урахуван-
ням симетрiї задачi має вигляд
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, J = e (Ji + Je) , (3)

де Je, Ji – густини потокiв електронiв та iонiв вiдпо-
вiдно; Ne, Ni – їх концентрацiї; E – напруженiсть еле-
ктричного поля в розрядi;De, µe,Di, µi – коефiцiєнти
дифузiї та рухливостi електронiв та iонiв вiдповiдно;
α(E) – перший коефiцiєнт Таунсенда; e – заряд еле-
ктрона; ε0 – дiелектрична стала. Вибiр представлення
для густини електричного струму в (3), яке врахо-
вує абсолютнi величини потокiв електронiв та iонiв,
є умовним. Вiн визначається з мiркувань зручностi
математичної моделi процесу i часто застосовується
у фiзицi жеврiючого розряду [2, 11, 12].

Граничнi умови для задачi (1)–(3) сформулюємо
так [7]:

Je = γJi, eJe = γJK/ (1 + γ) , ϕ = 0, (4)

Ni = 0, eJe = JA, dNe/dr = 0, (5)

на катодi та анодi вiдповiдно; де JK , JA – густини
струмiв на катодi та анодi; γ – коефiцiєнт вторинної
емiсiї електронiв з катода.

Для знаходження розв’язку нелiнiйної граничної
задачi (1)–(5) застосовано модифiкований метод про-
довження розв’язку по параметру. Суть методу поля-
гає в такому. Для знаходження початкового наближе-
ння розв’язується нелiнiйна задача Кошi з урахува-
нням граничної умови (5) на анодi. Пiсля цього ви-
значаються нев’язки як рiзниця одержаного розв’яз-
ку задачi Кошi на катодi i значень граничних умов
(4). Надалi гранична умова на катодi (4) визначає-
ться як сума розв’язку задачi Кошi, помноженої на
деякий формальний параметр λ нев’язки. При зна-
ченнi λ = 0 задача еквiвалентна нелiнiйнiй задачi
Кошi, при λ = 1 – вихiднiй граничнiй задачi (1)–(5).

Таким чином, гранична умова (4) на кожному кроцi
розвинення по параметру набуде такого вигляду:

eJi = eJ0
i + λ

(
JK/ (1 + γ)− eJ0

i

)
,

eJe = eJ0
e + λ

(
γJK/ (1 + γ)− eJ0

e

)
, ϕ = ϕ0 − λϕ0,

(6)

де символ “0” вiдповiдає граничним значенням
розв’язку задачi Кошi на катодi. Надалi, вiдповiдно
до загальних положень теорiї параметричних грани-
чних задач [13], iнтервал значень λ ([0, 1]) розбиває-
ться на L достатньо малих частин. Розв’язок нелi-
нiйної граничної задачi (1)–(3), (5), (??) знаходимо
для кожного значення параметра λ методом лiнеа-
ризацiї. Як перше наближення на кожному кроцi по
параметру використовують розв’язок задачi для по-
переднього значення λ.

Для дослiдження впливу дифузiйних процесiв
розв’язували також задачу в бездифузiйнiй постанов-
цi, коли у вихiдних рiвняннях (1)–(3) коефiцiєнти ди-
фузiї приймали рiвними нулю.

Для розв’язку лiнеаризованих граничних задач на
кожнiй iтерацiї використовуємо метод зведення до си-
стеми задач Кошi, якi iнтегруються за допомогою мо-
дифiкованої неявної схеми Ейлера третього порядку
точностi [13]. На кожному кроцi по параметру процес
послiдовних наближень вважався таким, що збiгався,
якщо сума рiзниць невiдомих в областi за нормою l2
ставала меншою за деяку наперед задану величину δ.

3. Аналiз чисельних результатiв

У розрахунках для жеврiючого розряду у плазмо-
утворюючому середовищi молекулярного азоту при-
ймали таке спiввiдношення для першого коефiцiєнта
Таунсенда [2, 4, 12]:

α = Ap exp (−Bp/ |E|) , см−1, (7a,b)

де p – тиск (Торр), E – напруженiсть електрично-
го поля (В/см). Значення сталих у виразi (7) бра-
ли такi: A = 12 та 8, 8 (см·Торр)−1 та B = 342 та
275 B/(см·Торр) (випадки а та б вiдповiдно). Анало-
гiчно для середовища аргону розрахунки проводили
для двох представлень першого коефiцiєнта Таунсен-
да [2, 12]:

α = 12p exp (−180p/ |E|) , см−1 (8a)

та

α = 29, 2p exp
(
−26, 6

√
p/ |E|

)
, см−1 (8b)
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Коефiцiєнти дифузiї визначали як De = µekTe/e,
Di = µikTi/e, де k – стала Больцмана, µe = 4, 4 ·
105p−1 та µi = 1, 44 · 103p−1 см2·Торр/(В·с) для азо-
ту [4] та µe = 3, 3 · 105p−1 i µi = 1, 16 · 103p−1

см2·Торр/(В·с) для аргону, Ti = Ta = 300 K, Te =
11600 K. Коефiцiєнт вторинної емiсiї електронiв з ка-
тода становив γ = 0, 1 [4, 5, 7].

Приймалися такi значення фiзичних параметрiв за-
дачi: p = 1, 1 Торр, rK = 1, 5 см та R = 11,5–25
см – внутрiшнiй (катод) та зовнiшнiй (анод) радiу-
си сферичного газонаповненого дiода вiдповiдно. Гу-
стина електричного струму на катодi становила 4–35
мА/см2

(
J (r) = I/4πr2

)
, що вiдповiдає силi розря-

дного струму 0,012–1 А при вибраному радiусi катода.
Деякi результати обчислень подано на рис. 1–4.

Для зручностi порiвняння результатiв рiзних форм
розрядного промiжку та рiзних радiусiв катода на
осях абсцис рисункiв наведенi вiдстанi вiд катода 4r.
На рис. 1 показано радiальний розподiл концентрацiї
iонiв та електронiв для середовища азоту (рис. 1,a)
та аргону (рис. 1,b) з урахуванням та без урахуван-
ня дифузiйних процесiв для рiзних значень густини
катодного струму JK = 4–35 мA/см2. Вплив дифузiї
порiвняно з дрейфовою складовою як для середови-
ща молекулярного азоту, так i для середовища арго-
ну, переважає в вузькiй областi позитивного стовпа,
яка безпосередньо межує з прикатодним шаром. Ха-
рактерно, що зi зростанням густини струму зростає i
роль дифузiйних процесiв. У цiй областi також спо-
стерiгається локальний мiнiмум модуля напруженостi
електричного поля (рис. 2,b).

Практично роль дифузiйних процесiв у перехiднiй
областi вiд прикатодного шару до позитивного стов-
па приводить до зменшення локального максимуму
концентрацiй заряджених частинок, необхiдних для
проведення заданого струму. Таким чином, дифузiй-
нi процеси вiдiграють значну роль у перенесеннi еле-
ктричного струму в областi мiнiмуму електричного
поля, де дрейфова складова швидкостi у прийнятiй у
роботi формi стає мiнiмальною.

Згадувана вище проблема “сiткової” або “рахун-
кової” дифузiї виникає внаслiдок кiнцево-рiзницевої
апроксимацiї похiдних вiд добутку невiдомих фун-
кцiй [4, 5]. У термiнах даних робiт коефiцiєнт “ра-
хункової дифузiї” вiдповiдає замiщенню температур
у виразi D = µT половиною рiзницi потенцiалу на
одному рахунковому кроцi h у данiй точцi сiтки.

Dc = µ4ϕ/2 = µEh/2,

де µ – рухомiсть виду заряджених частинок, а тем-
пература вимiрюється в еВ. Подiбна проблема хара-

Рис. 1. Просторовий розподiл концентрацiї iонiв та електронiв
у прикатоднiй областi з урахуванням дифузiї (суцiльна крива)
та без урахування (пунктир) в азотi (а) та аргонi (b); (rK = 1, 5

cм, 4r = 10 cм, γ = 0, 1, перший коефiцiєнт Таунсенда α у
формi (7а) (а) та (8а) (б)): 1 – JK = 4 мA/cм2; 2 – JK = 35 (a),
JK = 17, 5 (b) мA/cм2

ктерна для сiтково-рiзницевих методiв, в яких для
апроксимацiї похiдних рiзних порядкiв використову-
ють схеми з рiзною кiлькiстю точок. Слiд зауважити,
що методика розв’язку одновимiрних граничних за-
дач, яка ґрунтується на зведеннi вихiдної граничної
задачi до послiдовностi задач Кошi, значно мiнiмiзує
можливiсть виникнення подiбної проблеми завдяки
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Рис. 2. Просторовий розподiл падiння потенцiалу на розрядно-
му промiжку (а) та напруженостi електричного поля в околi
катодного падiння потенцiалу (b) з урахуванням дифузiї (су-
цiльна крива) та без урахування (пунктир); (rK = 1, 5 cм,
Δr = 10 cм, γ = 0, 1): 1 – аргон, JK = 4 мA/cм2, α у фор-
мi (8a); 2 – азот, JK = 4 мA/cм2, α у формi (7a); 3 – аргон,
JK = 17, 5 мA/cм2, α у формi (8a); 4 – азот, JK = 35 мA/cм2,
α у формi (7a)

представленню системи диференцiальних рiвнянь у
виглядi системи першого ступеня. Безперечно, будь-
яка дискретизацiя задачi породжує похибку методу
дискретизацiї разом iз похибкою обчислень, що зу-
мовлена розряднiстю ЕОМ. Але можливiсть виникне-
ння додаткових “нефiзичних” членiв у подiбнiй поста-
новцi для лiнiйних задач вiдсутня. Лiнеаризацiя нелi-
нiйних граничних задач вiдносно невiдомих функцiй

породжує подiбнi члени, але на кожнiй iтерацiї во-
ни компенсуються врахуванням розв’язку з попере-
днього наближення, що по сутi є перенормуванням,
яке випливає iз самого процесу лiнеаризацiї. Слiд та-
кож наголосити на такiй перевазi методiв типу Рунге–
Кути порiвняно з сiтковими, як незалежнiсть вибору
кроку iнтегрування вiд кроку сiтки та можливiсть за-
стосування схем iнтегрування рiзного порядку точно-
стi, не змiнюючи крок сiтки.

Урахування дифузiйних процесiв практично не
приводить до зростання прикатодного падiння потен-
цiалу, незважаючи на зменшення концентрацiй заря-
джених частинок (рис. 1 та 2,а), для напруженостi
електричного поля вiн практично непомiтний (рис.
2,b). Вiдмiннiсть значень падiння потенцiалу на роз-
рядному промiжку з урахуванням процесiв дифузiї
та без них становить не бiльше одного вiдсотка. Для
остаточного вирiшення проблеми стiйкостi запропо-
нованого методу щодо вищезгаданої проблеми було
проведено модельнi розрахунки зi штучно зменшени-
ми коефiцiєнтами електронної та iонної дифузiї, що
становили 0,1 та 0,01 вiд реальних. Результати чи-
сельного експерименту свiдчать про швидке наближе-
ння розв’язку зi зменшеними коефiцiєнтами до без-
дифузiйного. Це за наявностi “сiткової дифузiї”, як
випливає з подiбного моделювання в роботi [4], було
б неможливим, оскiльки її величина залишалась би
незмiнною при незначнiй (в межах одного вiдсотка)
рiзницi величини прикатодного падiння потенцiалу.

Слiд наголосити на вплив дифузiйних процесiв на
стiйкiсть обчислювального процесу. Так, для значе-
ння густини розрядного струму JK = 17 для аргону
та 35 мA/см2 для азоту на катодi взагалi не вдалося
отримати стiйкий розв’язок бездифузiйної задачi на
розрядному промiжку 25 cм. Зi зростанням величи-
ни густини катодного струму розв’язок бездифузiй-
ної задачi втрачав стiйкiсть обчислювального проце-
су навiть на промiжках, менших 10 см. Водночас за-
дача з урахуванням дифузiйних процесiв без особли-
вих витрат машинного часу розв’язували при значе-
ннях густини катодного струму 80 мA/см2 та довжи-
нах розрядного промiжку, бiльших за 30 cм. Останнє
може свiдчити також про стабiлiзуючу роль дифузiй-
них процесiв у реальних розрядах низького тиску.

На рис. 3 наведено залежнiсть концентрацiй заря-
джених частинок вiд абсолютних значень сталих та
вигляду функцiональної залежностi першого коефiцi-
єнта Таунсенда у спiввiдношеннях (7) та (8). Збiльше-
ння абсолютних значень сталих у виразi для першого
коефiцiєнта Таунсенда (7) приводить до збiльшення
максимальних значень Ni (r) в областi прикатодного
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падiння потенцiалу (рис. 3,a). Разом з тим абсолю-
тнi значення концентрацiй Ne (r) та Ni (r) в областi
позитивного стовпа зменшуються. Подiбнi результа-
ти (рис. 3,b) на прикладi аргону можна спостерiгати i
з замiною функцiональної залежностi першого коефi-
цiєнта Таунсенда на бiльш повiльно спадаючу (1/ |E|
на
√

1/ |E| ) (8а,б), хоча в прикатодному шарi абсо-
лютне значення Ni (r) бiльше для коефiцiєнта (8,а).
Слiд зазначити, що, як було перевiрено окремо, ве-
личина прикатодного падiння потенцiалу залежить в
основному при данiй формi α вiд величини сталої A
у виразi (7). Дiйсно, враховуючи те, що максимальнi
значення напруженостi електричного поля досягаю-
ться в околi катода, показник експоненти на катодi є
мiнiмальним, i вiдповiдно, значення експоненти в (7),
(8) прямуватиме до 1 при необмеженому зростаннi
величини напруженостi електричного поля.

Зменшення абсолютної величини сталих у першому
коефiцiєнтi Таунсенда приводить також до збiльшен-
ня величини падiння потенцiалу на розрядному про-
мiжку (рис. 4,a, кривi 1 та 2) та розширення прикато-
дного шару (рис. 4,b). Водночас замiна функцiональ-
ної залежностi даного коефiцiєнта на бiльш пологу
приводить до зменшення величини падiння потенцi-
алу i до звуження прикатодної областi (рис. 4, кривi
3, 4).

Наведена постановка задачi по моделюванню жев-
рiючого розряду вiдповiдає умовам експерименталь-
ної роботи, представленої в [6]. В той же час вимагає
детального дослiдження виконання умови централь-
ної симетрiї для розрядiв даного типу, а також гiпо-
тези про спадання густини повного струму на довжи-
нi розрядного промiжку, обернено пропорцiйного ква-
драту радiуса, враховуючи наявнiсть анодних плям з
експериментальних даних. Тому отриманi результати
чисельного моделювання дають змогу оцiнити вплив
таких факторiв, як дифузiйнi процеси, та вплив пред-
ставлення коефiцiєнта Таунсенда на фiзичнi характе-
ристики розряду. Але чисельне моделювання в данiй
постановцi дає стабiльне завищення падiння потен-
цiалу на розрядному промiжку порiвняно з експери-
ментальними даними для дослiджуваного дiапазону
струмiв i тискiв. Зазначимо також, що величина па-
дiння потенцiалу, як випливає iз представлених вище
результатiв, визначається вибором коефiцiєнтiв Таун-
сенда та вторинної iонно-електронної емiсiї [9]. До-
слiдження справедливостi вибору цих параметрiв не
входило в коло задач цiєї роботи. Крiм того, окремого
розгляду може вимагати також проблема урахування
так званих нелокальних ефектiв, зумовлених тiєю об-
ставиною, що при низьких тисках плазмоутворюючо-

Рис. 3. Просторовий розподiл концентрацiї заряджених части-
нок у прикатоднiй областi для рiзних значень першого кое-
фiцiєнта Таунсенда в азотi (а) та в аргонi (b); (rK = 1, 5 cм,
Δr = 23, 5 cм, γ = 0, 1, JK = 4 мA/cм2): 1 – α у формi (7a) (a)
та (8a) (b); 2 – α у формi (7б) (а) та (8б) (b)

го газу уздовж довжини вiльного пробiгу електронiв
у прикатоднiй областi розряду може iстотно змiню-
ватись величина електричного поля [14].

Зауважимо також, що електронна температура бу-
ла визначена з не зовсiм очевидного для сферичної
областi припущення Te (r) = const. Але врахуван-
ня радiального розподiлу електронної температури
привело б до ускладнення вихiдної системи зв’язаних
рiвнянь. Метою даної роботи, крiм перевiрки методу
розв’язку зв’язаних нелiнiйних граничних задач тео-
рiї жеврiючого розряду, було дослiдити вплив дифу-
зiйних процесiв та вигляду функцiональної залежно-
стi першого коефiцiєнта Таунсенда на фiзичнi пара-
метри жеврiючого розряду. Тому вiдповiдно до логi-
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Рис. 4. Просторовий розподiл падiння потенцiалу на розрядно-
му промiжку (а) та напруженостi електричного поля в околi
катодного падiння потенцiалу (b) для рiзних значень першого
коефiцiєнта Таунсенда; (rK = 1, 5 cм, Δr = 23, 5 cм, γ = 0, 1,
JK = 4 мA/cм2): 1 – азот, α у формi (7a); 2 – азот, α у формi
(7б); 3 – аргон, α у формi (8a); 4 – аргон, α у формi (8б)

ки циклу робiт [4, 5, 7] спершу було вирiшено обме-
житись припущенням про її сталiсть, що вiдповiд-
ає абсолютнiй бiльшостi публiкацiй з цього питання.
У подальшому передбачається дослiдити вплив тем-
пературних ефектiв на характеристики жеврiючого
розряду шляхом включення до системи зв’язаних не-
лiнiйних рiвнянь ще рiвняння енергiї.

4. Висновки

У роботi розглянуто задачу визначення параметрiв
стацiонарного жеврiючого розряду в загальнiй по-
становцi. Проведено дослiдження впливу дифузiйних

процесiв на фiзичнi параметри розряду. Отриманi чи-
сельнi результати свiдчать про вплив дифузiї на ха-
рактеристики розряду в областi позитивного стов-
па, що безпосередньо межує з прикатодним шаром.
Встановлено вирiшальний вплив дифузiйних проце-
сiв на стабiлiзацiю розряду в гiдродинамiчному на-
ближеннi. Наведено результати порiвнянь характери-
стик жеврiючого розряду залежно вiд значень сталих
та функцiональної залежностi у першому коефiцiєнтi
Таунсенда. У зв’язку зi значною залежнiстю вiд них
параметрiв розряду обґрунтування вигляду функцiо-
нальної залежностi величини сталих у першому кое-
фiцiєнтi Таунсенда, на думку автора, повинно стати
об’єктом уваги експериментальних дослiджень.

Зауважимо, що запропонований на основi загаль-
них положень теорiї параметричних рiвнянь [13] в ро-
ботi метод продовження по параметру розв’язку не-
лiнiйних граничних задач для звичайних диференцi-
альних рiвнянь допускає простi узагальнення з вибо-
ром схем та напрямкiв руху по параметру у проце-
сi розв’язку задачi. Це дозволяє оптимiзувати процес
обчислень i автоматично коригувати їх стiйкiсть пiд
час розв’язку задачi. Слiд пiдкреслити, що навiть у
найпростiшiй формi без вибору напрямку iнтегрува-
ння за параметром [13], як було вiдзначено в процесi
чисельного моделювання, даний метод проявляє еле-
менти асимптотичної збiжностi.

Одержанi в данiй роботi результати моделювання
стацiонарних газових розрядiв можуть застосовува-
тися для оцiнок ролi окремих процесiв у реальних
технологiях iонно-плазмової обробки поверхонь в ре-
жимах жеврiючого розряду в азотi та сумiшах азот–
аргон та їх оптимiзацiї.

Автор висловлює щиру вдячнiсть доктору фiзико-
математичних наук В.А. Жовтянському за постанов-
ку задачi i активну участь в обговореннi одержаних
результатiв.
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Р е з ю м е

Рассмотрена задача определения параметров стационарного
тлеющего разряда низкого давления в общей постановке. Свя-
занная система нелинейных уравнений включает уравнения
потоков заряженных частиц с учетом дрейфовой и диффузион-
ной составляющих, а также уравнение Пуассона для электро-

статического потенциала. Нелинейная граничная стационар-
ная задача решалась модифицированным методом продолже-
ния по параметру. Исследовано влияние диффузионных про-
цессов и коэффициентов Таунсенда на характеристики разря-
да. Температура электронов считалась постоянной.

NUMERICAL SIMULATION OF THE STRUCTURE
OF A SPHERICAL GLOW DISCHARGE

Yu.I. Lelyukh

The Gas Institute, Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(39, Degtyarivs’ka, Kyiv 03113, Ukraine;
e-mail: yult84@ukr.net)

S u m m a r y

The problem of determination of parameters of a stationary glow

discharge is considered in the general formulation. A system of

coupled nonlinear equations includes the balance equation with

regard for diffusion processes for electrons and ions, as well as

the Poisson equation for the electric potential. The nonlinear

boundary-value problem is solved by the modified parameter con-

tinuation method. A special attention is paid to the study of the

dependence of discharge characteristics on the diffusion processes

and constants in the first Townsend coefficient. The electron tem-

perature is considered constant.
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