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Здiйснено послiдовне виведення моделi з чотирифермiонною
взаємодiєю у низькоенергетичному наближеннi КХД методом
самоузгодженого поля. Результуючий лагранжiан, крiм тривi-
ального та кiрального доданкiв, мiстить взаємодiю векторних
та псевдовекторних струмiв.

1. Вступ

Як вiдомо, низькоенергетичнi ефекти, пов’язанi з
сильними взаємодiями, не можуть бути описанi пер-
турбативно. Тому великого значення набувають ефе-
ктивнi моделi. Моделi з чотирифермiонною взаємодi-
єю, якi природно виникають iз калiбрувальних теорiй
поля, є особливо перспективними, адже їх можна роз-
глядати як релятивiстськi аналоги моделi Бардiна–
Купера–Шрiффера й застосовувати до них методи,
якi добре працюють у теорiї надпровiдностi.

Модель Намбу–Йони–Лазiнiо [1] є однiєю з та-
ких ефективних теорiй. Її було запропоновано ще
до побудови квантової хромодинамiки, i в оригi-
нальному виглядi ця модель не мiстить кольорiв. У
вiсiмдесятих–дев’яностих роках минулого столiття iн-
терес до неї вiдновився. У межах цiєї моделi було
отримано спектр мас мезонiв, що добре узгоджується
з експериментом. Огляд здобуткiв можна знайти у [2].

У роботi [3] наведено обґрунтування моделi Намбу–
Йони–Лазiнiо в межах КХД. Це обґрунтування спи-
рається на припущення про структуру глюонних
функцiй Грiна. Оскiльки точний вигляд глюонного
пропагатора досi не вiдомий, така аргументацiя є не
надто надiйною. Тому набуває актуальностi пошук iн-
ших способiв обґрунтування.

Як виявляється, до глюонного поля, лагранжiан
якого мiстить нелiнiйнi доданки третього та четверто-
го ступеня за глюонними полями, можна застосувати
метод самоузгодженого поля або, що те саме, метод
квазiсереднiх Боголюбова (див., наприклад, [4]). Та-
кий пiдхiд було вперше запропоновано Кондо [5, 6].
У цих роботах Кондо, стартуючи з лагранжiана для
вiльного поля Янга–Мiллса, показав наявнiсть глю-
онного конденсату у вакуумному станi та прийшов
до квадратичного за глюонними полями лагранжiа-
на наближення середнього поля з масовим доданком,
зумовленим конденсатом.

Генерацiя ефективної маси глюонного поля приво-
дить до того, що його класичний потенцiал у цьому
наближеннi стає юкавським, тобто квазiлокальним.
Тому, якщо додати до моделi кварки – чотирифер-
мiонна взаємодiя типу моделi Намбу–Йони–Лазiнiо
буде нульовим наближенням ефективного кваркового
лагранжiана

2. Метод самоузгодженого поля для КХД

Модель БКШ у теорiї надпровiдностi мiстить нелiнiй-
нiсть. Для цього випадку Боголюбов розвинув осо-
бливий варiант методу самоузгодженого поля. Ва-
жливо, що метод Боголюбова можна переформулю-
вати у термiнах континуального iнтеграла (див., на-
приклад, [4]), що вiдкриває шлях для його застосува-
ння до рiзноманiтних теорiй поля.

До поля Янга–Мiллса пiдхiд Боголюбова було за-
стосовано Кондо ([5, 6]). Ми будемо спиратися на цi
результати.

Згiдно з [5], стартуючи зi стандартного лагранжiа-
на Янга–Мiллса та послiдовно вводячи середнi поля
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φ, ϕa, Gµν , B
a
µν , V

a
µν , можна прийти до лагранжiана,

який буде лише квадратичний за глюонними полями
Aaµ:

L = LMF +
1
2
AaµKµν abAbν +AµJ µ. (1)

Тут LMF – частина лагранжiана, яка залежить ли-
ше вiд середнiх полiв:

Kabµν = δab
[
−(1− ρ2)(ηµν∂2 − ∂µ∂ν)− λ−1∂µ∂ν

]
−

−igσfabcBcµν + σφδ
abηµνφ+ σϕd

abcηµνϕ
c + σGδ

ab×

×
(
Gµν −

1
2
ηµνG

ρ
ρ

)
+ σV d

abc

(
V cµν −

1
2
ηµνV

c ρ
ρ

)
. (2)

Додавання до лагранжiана Янга–Мiллса фермiон-
ної частини, що описує кварки, приведе до появи
кваркового внеску у струм J µ:

J aq µ = ψ̄iγµT
a
ijψj . (3)

Лагранжiан (2) квадратичний за глюонними поля-
ми, а тому їх можна вiдiнтеґрувати. Результуючий
лагранжiан мiститиме взаємодiю кваркових струмiв
вигляду

Lqq = −1
2
J aq µ

[
K−1

]µν ab J bq ν . (4)

У роботах [5, 6] Кондо продемонстровано, що φ мо-
же мати вiдмiнне вiд нуля вакуумне середнє φ0. Оче-
видно, що це вакуумне середнє пов’язане з ефектив-
ною масою глюона:

|σφφ0| ∼ m2
A. (5)

Числове значення mA – близько 1 ГеВ.
З урахуванням цього K−1 можна розкласти в ряд

за ступенями (σφφ0)
−1:

[
K−1

]µν ab
=

1
σφφ0

ηµνδab +O

(
1

σ2
φφ

2
0

)
. (6)

Очевидно, що доданки вищих порядкiв будуть ма-
лими, а значить, розклад матиме сенс, якщо

pµ <
√
σφφ0 (7)

i для середнiх полiв справджуватимуться аналогiчнi
умови малостi.

У нульовому порядку матимемо чотирифермiонну
взаємодiю

L(0)
qq = − 1

2σφφ0
ψ̄iγµT

a
ijψjψ̄kγ

µT aklψl. (8)

Умова (7), очевидно, задає низькоенергетичне на-
ближення. Наведенi вище мiркування свiдчать, що
адекватний опис низькоенергетичного наближення
квантової хромодинамiки має, крiм моделi з чотири-
фермiонною взаємодiєю типу Намбу–Йони–Лазiнiо,
мiстити умову типу (7). Це може означати, що обрi-
зання по iмпульсах на масштабах порядку mA є ви-
дiленим способом регуляризацiї, якому слiд надава-
ти перевагу. Питання вибору регуляризацiї важливе,
адже модель Намбу–Йони–Лазiнiо неперенормовна.

3. Аналiз чотирифермiонної взаємодiї

Випишемо кваркову частину лагранжiана, залишаю-
чи лише нульовий порядок розкладу (6):

Lq = ψ̄i

(
i∂̂ −m0

)
ψi−

1
2σφφ0

ψ̄iγµT
a
ijψjψ̄kγ

µT aklψl. (9)

Якщо T a – генератори алгебри Лi su(N), то чоти-
рифермiонний доданок можна спростити.

Нехай на gl(N) задано бiлiнiйну форму

〈X, Y 〉 ≡ Tr [XT aY T a] = XijT
a
jkYklT

a
li. (10)

Ця форма буде iнварiантною вiдносно приєднаної
дiї групи GL(N):

〈Ω(X), Ω(Y )〉 = Tr
[
Xω−1T aωY ω−1T aω

]
=

= ΩabΩacTr
[
XT bY T c

]
, (11)

Λδab = Tr
[
T aT b

]
= Tr

[
ω−1T aωω−1T bω

]
=

= ΩacΩbdTr
[
T cT d

]
= ΛΩacΩbc ⇒ (12)

〈Ω(X), Ω(Y )〉 = 〈X, Y 〉. (13)

Базис генераторiв T a завжди можна вибрати так,
щоб (12) справджувалося.

Вiдомо (див., наприклад, [7]), що для матричних
груп Лi будь-яка Ad-iнварiантна бiлiнiйна форма мо-
же бути подана у виглядi

〈X, Y 〉 = λTr [XY ] + µTrXTrY. (14)
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Звiдси випливає, що для форми (10)

T aijT
a
kl = λδijδkl + µδjkδil. (15)

Отже, лагранжiан можна переписати у виглядi

Lq = ψ̄i

(
i∂̂ −m0

)
ψi −

1
2σφφ0

[
λψ̄iγµψiψ̄kγ

µψk+

+µψ̄iγµψkψ̄kγµψi

]
. (16)

Модель Намбу–Йони Лазiнiо, як уже зазначалось,
не мiстить кольорiв. Це має фiзичний сенс, адже, як
ми знаємо, за низьких енергiй частинки, що несли б
вiльний кольоровий заряд, не спостерiгаються. Проте
лагранжiан (16) мiстить останнiй доданок, який, на
перший погляд, не є дiагональним за кольорами, як
квадратичний та перший чотирифермiонний. Дослi-
дження лагранжiана у такiй формi методом середньо-
го поля, аналогiчно до [1], потребувало би введення
середнього поля, яке б мало вiльнi кольоровi iндекси
й порушувало б глобальну кольорову симетрiю, що
було б нефiзичним, адже усi спостережуванi за низь-
ких енергiй частинки “бiлi”, тобто не мають вiльних
кольорових зарядiв. Проте, як виявляється, насправ-
дi останнiй доданок еквiвалентний сумi доданкiв, дi-
агональних за кольорами, аналогiчно до першого чо-
тирифермiонного доданка.

За теоремою Фiрца [8] маємо

Lq = ψ̄i

(
i∂̂ −m0

)
ψi −

1
2σφφ0

×

×
[
µψ̄iψiψ̄kψk − µψ̄iγ5ψiψ̄kγ

5ψk +
(
λ− µ

2

)
×

×ψ̄iγµψiψ̄kγµψk −
µ

2
ψ̄iγ

5γµψiψ̄kγ
5γµψk

]
. (17)

Знайдемо λ та µ. Для цього використаємо таке нор-
мування генераторiв, що

T aT b =
1

2N
δab +

1
2
(
ifabc + dabc

)
T c,

facef bce = Nδab. (18)

Тодi дiстанемо

〈I, I〉 = Tr

[∑
a

(T a)2
]

=
N2 − 1

2
= λN + µN2,

〈T a, T b〉 = Tr
[
T aT cT bT c

]
=

= Tr

[
T aT b

∑
c

(T c)2
]

+ ifaceTr
[
T bT cT e

]
=

=
N2 − 1

2N
Tr
[
T aT b

]
− 1

2
facef cefTr

[
T bT f

]
=

=
N2 − 1

4N
δab − N

4
δafδbf =

λ

2
δab. (19)

Таким чином, будемо мати

λ = − 3
2N

, µ =
1
2

+
1
N2

. (20)

Чотирифермiонний лагранжiан набуде вигляду

Lq = ψ̄i

(
i∂̂ −m0

)
ψi −

1
4σφφ0

×

×
[
ψ̄iψiψ̄kψk − ψ̄iγ5ψiψ̄kγ

5ψk −
N + 2
2N

×

×ψ̄iγµψiψ̄kγµψk −
1
2
ψ̄iγ

5γµψiψ̄kγ
5γµψk

]
. (21)

4. Висновок

Застосування методу середнiх полiв до динамiки
глюонiв дозволяє отримати модель iз чотирифер-
мiонною взаємодiєю як контрольоване наближення у
низькоенергетичнiй границi квантової хромодинамi-
ки. Структура ефективного лагранжiана загалом по-
дiбна до отриманої в [3], так що наш розгляд можна
вважати обґрунтуванням припущень про структуру
глюонних функцiй Грiна.

Важливо, що структура лагранжiана дозволяє вве-
сти безбарвнi кварковi конденсати. Їх розглядовi буде
присвячено наступну роботу.

1. Y. Nambu and G. Jona-Lasinio, Phys. Rev. 122, 345
(1961); 124, 246 (1961).

2. M.K. Volkov and A.E. Radzhabov, [arXiv:
hep-ph/0508263v2].

3. M.K. Volkov, Fiz. Elem. Chast. At. Yadra 24, 81 (1993).

ISSN 2071-0194. Укр. фiз. журн. 2010. Т. 55, №11 1163



С.В. КУТНIЙ, П.I. ГОЛОД

4. А.В. Свидзинский Пространственно-неоднородные за-
дачи теории сверхпроводимости (Наука, Москва,
1982).

5. K.-I. Kondo, [arXiv:hep-th/0307270v2].

6. K.-I. Kondo, [arXiv:hep-th/0311033v2].

7. П.И. Голод, А.У. Климык, Математические основы
теории симметрий (УРСС, Москва, 2001).

8. К. Ициксон, Ж.-Б. Зюбер, Квантовая теория поля
(Мир, Мир, 1984).

Одержано 02.04.09

ЧЕТЫРЕХФЕРМИОННОЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ В НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ
ПРИБЛИЖЕНИИ КВАНТОВОЙ ХРОМОДИНАМИКИ

С.В. Кутний, П.И. Голод

Р е з ю м е

Произведен последовательный вывод модели с четырехферми-
онным взаимодействием в низкоэнергетическом приближении

КХД методом самосогласованного поля. Результирующий
лагранжиан, кроме тривиального и кирального слагаемых,
содержит взаимодействие векторных и псевдовекторных
токов.

FOUR-FERMION INTERACTION IN THE LOW-ENERGY
APPROXIMATION OF QUANTUM
CHROMODYNAMICS

S.V. Kutnii, P.I. Golod

Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
Nat. Acad. of Sci. of Ukraine
(14b, Metrolohichna Str., Kyiv 03680, Ukraine)

S u m m a r y

A model with the four-fermion interaction is derived using the

self-consistent field method in the low-energy limit of quantum

chromodynamics. The resulting Lagrangian contains not only the

trivial and chiral terms but also the interaction of the vector and

pseudovector currents.
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